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Bericht über das Symposium zur Zahlentheorie 1960 
in Oberwolfach/Schwarzwald. 


Von Hans Rohrbach in Mainz. 





Das Mathematische Forschungsinstitut in Oberwolfach/Schwarzwald hatte für die 
Zeit vom 5. bis 10. September 1960 zu einem Symposium über Zahlentheorie eingeladen, 
bei dem insbesondere Fragen der additiven Zahlentheorie und der Theorie der diophan- 
tischen Approximationen diskutiert wurden. Etwa 40 Teilnehmer fanden sich zu einer 
Woche intensiven Gedankenaustausches zusammen, für den die Vorträge die geeignete 
Grundlage und die persönliche Atmosphäre des Hauses den geistigen Raum darboten. 
Vorbereitung und Durchführung des Symposiums lag in den Händen von Th. Schneider, 
Freiburg/Br. 

Von den auf dem Symposium vorgetragenen Arbeiten werden 10 im vorliegenden 
Heft geschlossen veröffentlicht: K. Prachar, Über die kleinste Primzahl einer arithme- 
tischen Reihe; J. Cigler, Ein gruppentheoretisches Analogon zum Begriff der normalen 
Zahl; H. Klingen, Volumbestimmung des Fundamentalbereichs der Hilbertschen Modul- 
gruppe n-ten Grades; C.G. Lekkerkerker, Eine Mordellsche Methode in der Geometrie der 
‚Zahlen; H.E. Richert, Zur multiplikativen Zahlentheorie; B. Müller, Einige Abschät- 
zungen der Dichte von Summenmengen in lokalkompakten abelschen Gruppen; W. J. 
LeVeque, Rational points on curves of genus greater than one; F. Krückeberg, B,-Folgen 
und verwandte Zahlenfolgen; P. Erdös, Über einige Probleme der additiven Zahlen- 
theorie; E. Wirsing, Approximation mit algebraischen Zahlen beschränkten Grades. 


Die weiteren auf dem Symposium vorgetragenen Arbeiten sind bereits veröffentlicht 
oder anderweitig zur Veröffentlichung eingereicht: J. W. 5. Cassels, Der Zusammenhang 
zwischen Lösbarkeit im Kleinen und im Großen bei Kurven vom Geschlecht 1 (Journal 
f.d.r. u. a. Math. 203, 174—208, 1960); H. Davenport, Neuere Fortschritte in der addi- 
tiven Zahlentheorie (wird im Jahresbericht der D.M.V. erscheinen); H. Ehlich, Über 
die Lösungen der Gleichung x — [x°] = x? — [x] = x° — [x°] (Math. Zeitschr. 75, 1961); 
O0. Herrmann, Anwendung zahlentheoretischer Methoden auf Probleme der Variations- 
rechnung im Großen (erscheint in Hab. Schrift Heidelberg); E. Hlawka, Erbliche Eigen- 
schaften in der Theorie der Gleichverteilung (Publ. Math. Debrecen 7, 1960); H. J. Kanold, 
Über multiplikativ benachbarte Funktionen (wird in den Abh. Math. Sem. Hamburg er- 
scheinen); H. W. Knobloch, Eine Summenformel für Laplace-Transformierte und ihre An- 
wendung auf Dirichlet-Reihen (wird im Archiv d. Math. erscbeinen); D. J. Lewis, On 
representation of integers by binary forms (Acta Arithmetica 7, 1961, gemeinsam mit 
K. Mahler); P. Mullender, Überdeckungsgitter und unausdehnbare Sternkörper (wird 
in englischer Sprache im Nieuw Archief voor Wiskunde erscheinen); J. Popken, Arith- 
metical properties of the Taylor coefficients of algebraic functions (Proceedings Acad. 
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2 Rohrbach, Bericht über das Symposium zur Zahleniheorie 1960. 


Sciences Amsterdam, Ser. A, 62, 202—210, 1959); R. A. Rankin, Multiplicative func- 
tions and operators of Hecke type (wird in den Acta Math. Acad. Scient. Hungaricae 
erscheinen); L. Redei, Über ein additiv-zahlentheoretisches Problem (wird in Acta Scient. 
Math. Szeged 22, 1961 erscheinen); P. Turän, Über einige neuere Sätze der Theorie der 
diophantischen Approximationen mit Anwendungen auf die Primzahlverteilung (enthalten 
im Buch des Verf., das in der Serie der Interscience Tracts erscheint); B. Volkmann, 
Ein metrisches Problem bei der Gleichverteilung von Zahlenfolgen (wird in den Abh. 
Math. Sem. Hamburg erscheinen). 

Außerdem wurden zwei Beiträge dem Symposium vorgelegt, zu deren Vortrag die 
Verfasser nicht persönlich anwesend sein konnten. V‘on diesen erscheint der Beitrag 
G. J. Rieger, Zur Statistik der Primfaktoren der natürlichen Zahlen in arithmetischen 
Progressionen, im vorliegenden Heft; der Beitrag E. Härtter, Eine Verallgemeinerung des 
Basisbegriffs in der additiven Zahlentheorie, erschien im Journ. f.d.r.u. a. Math. 205, 
197—220, 1960. 

Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei noch bemerkt, daß der Titel eines 
Vortrags, der auf dem Symposium gehalten wurde, nicht immer mit dem Titel der im 
obigen Quellennachweis aufgeführten diesbezüglichen Arbeit übereinstimmt. 








Über die kleinste Primzahl einer arıthmetischen Reihe. 
Von K. Prachar in Wien. 


Sei k eine genügend große natürliche Zahl und / eine zu k teilerfremde Zahl < k. 
Wenn die Riemannsche Vermutung für alle Z-Funktionen, die zu Charakteren mod k 
gehören, richtig ist, so gilt für die kleinste Primzahl p(k, !), welche =! (mod k) ist, die 
Abschätzung 

p(k, 1) < ck?log*k. 


Unter derselben Annahme bewies P. Turän (Acta Szeged 8 (1936/37), 226), daß 
p(k,l) < klog?*k 


für fast alle Progressionen richtig ist, genauer: Die Anzahl der !mod k, (l,k) =1, für 
die dies nicht gilt, ist o (p(k)) für k> oo. Von U. V. Linnik wurde p(k, I) < k°, mit einer 
von k unabhängigen Konstanten c, ohne die Annahme der Richtigkeit der Riemannschen 
Vermutung bewiesen (Matemat. Sbornik 15 (1944), 3). Andererseits zeigte P. Erdös (Acta 
Szeged 13 (1949), 57), daß für mehr als c,9(k) Progressionen p(k, !) < c,;p(k) log k gilt 
und daß p(k, 1) < (1 + c,) p(k)logk bei passendem c, nicht für fast alle Progressionen 
‚richtig sein kann. 


In dieser Note zeigen wir den 


Satz. Zu jedem | gibt es unendlich viele k, für die mit einer von k unabhängigen Kon- 
stanten c 
(1) p(k,l) > cklogk ee a 
ist. 

Beweis. Sei n eine natürliche Zahl mit n < U = öp, log p, log, p,/log? p,, wobei p, 
die r-te Primzahl bedeute und ö > 0 später bestimmt wird. Sei ferner X = log p,, 
Y = exp («log U log, U/log, U), wobei & ebenfalls später gewählt wird, und Z =}$p,. 

Es wird nun k zunächst nach dem Modul ]/7 p bestimmt, indem wir verlangen 

»sX 
Y<psz 


(2) k=1(modp) fürjedes p< X und jedes p mit Y<p=Z. 
Wenn dann n + 1 durch.ein p < X oder durch ein p mit Y<p<Z teilbar ist, gilt 
(3) I+nk=0 (mod p) 
für die betreffende Primzahl p, Wir betrachten nun die Zahlen n< U, für den +1 
nicht durch ein p < X und auch, nicht durch ein p mit Y<p SZ teilbar ist. Wegen 
XÄZ>U-+1 kann ein solches n Xi, wenn es einen Primfaktor >Z enthält, keinen 
Primfaktor > X enthalten. Ein solches n + 4 besteht also entweder 1) nur aus Prim- 
faktoren p mit X <IJp=Y oder ist 2)\eine Primzahl g mit Z+1<gsUH+ri. 
. \ 1* 
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Die Anzahl A, der n< U mit der Eigenschaft 1) ist nach einem Resultat von 
Rankin (Journal of the London Math. Soc. 13 (1938), 242; man vergleiche auch die 
dort zitierte Literatur) 


(4) A,< ÜUexp I Key os. Y + log, Y + o(log, FM) 1 
Wir betrachten nun zu jedem p mit X <p=<Y eine feste zu p teilerfremde Rest- 
klasse r, >1 (also 1<r,<p). Mit Hilfe der Brunschen Siebmethode folgt, daß für 
die Anzahl A, der Primzahleng, Z+1<g=<sU +1, welche für kinpmit X<p<sY 
die Kongruenz g =r, (mod p) erfüllen, 
;) UlogX 
<c;z 


U 
6) A,<a log U 15.4 e (1- p log UlogY ' 


gilt; solche g sollen mit g’ bezeichnet werden. k soll nun noch so festgelegt werden, daß 

(6) I+(r,, —1i)k=0 (mod p) 
ist für jedes p mit X <p=Y. Dies ist möglich, da wegen r, > 1 die Zahl ,—1 zu p 
teilerfremd ist. 

Man rechnet nun sofort nach, daß auf Grund der Wahl von X, Y, Z, U jedenfalls 
Z<p, <ÜU ist und bei genügend kleinem x und genügend kleinem ö < ö,(«) gilt: 
“u 

2 logp- 
Wenn nun die n mit n<TU, für die n+ 1 nur aus Primfaktoren p mit X <p<sY 
besteht, und die n, für dien + 1 = g’ ist, durchlaufend mit n,, . . ., 2%. bezeichnet werden, 
ist also m +1 < n(p,) —r(Z) und man kann verschiedene Primzahlen p}, P3, - - -, Pi 
mit Z< p; Ss p, wählen und k so bestimmen, daß 

(7) I+n,k=0 (mod p;) j=4,2,..,m) 
gilt. Zwar könnte n, durch p; teilbar sein; jedoch kann n, nicht durch zwei verschiedene 
p, p' > Z teilbar sein, so daß man, wenn ein p sich für ein bestimmtes n, als unbrauchbar 


erweist, jedenfalls sicherlich alle anderen p verwenden kann. Insgesamt ist nun k nach 
einem Modul, der Teiler von ]7 p:ist, bestimmt, und man kann k so wählen, daß 


PSP 
IT p<ksz2]JI p 
?r=7 P<P, 
ist. Für jedes n < öp,log p, log, p,/log? p, ist + nk durch mindestens ein pmit p<p, 
teilbar und sicher > p,, daher keine Primzahl. Wegen p, > % log k folgt die Behauptung. 


A,R,+ 4A, +1 <xalp,) —ralZ) 





Eingegangen 14. September 1960. 





Ein gruppentheoretisches Analogon zum Begriff 
der normalen Zahl. 


Von Johann Cigler in Mainz. 


Wir nennen eine Zahl x €[0, 4) normal zu einer Basis a (a > 1 ganz), wenn die 
Folge {a"x} gleichverteilt mod 1 ist. Diese Definition ist mit der üblichen äquivalent 
(vgl. z. B. I. Niven [4], S. 110). Die wichtigsten Resultate über normale Zahlen sind die 
folgenden: 

4) Fast alle Zahlen x € [0,1) sind normal zur Basis a. 

2) Ist die Zahl x normal bezüglich der Basis a, dann ist sie es auch bezüglich jeder 
Potenz a* als Basis, und ist umgekehrt x normal bezüglich einer Potenz a*, dann auch 
bezüglich a. 


3) Mut x ist auch Pr; (p #0, qg +0 ganz) normal zur Basis a. 
q 5 


Führt man auf [0, 4) die Transformation Txz = ax — [az] ein, so sieht man, daß 
die Folge {a"x} mod 1 mit der Folge {T”x} übereinstimmt. Diese Transformation ist 
ein stetiger Endomorphismus der additiven Gruppe der reellen Zahlen mod 1 auf sich 
und ist daher auch maßtreu bezüglich des Lebesgueschen Maßes auf [0, 1), das mit dem 
Haarschen Maß auf der Gruppe übereinstimmt. 

Es ist nun möglich, bei geeigneter Definition der Normalität eines Gruppenelementes, 
alle drei genannten Sätze auf kompakte abelsche Gruppen zu übertragen. Das soll im 
folgenden durchgeführt werden. 

Sei X eine kompakte abelsche Gruppe (in additiver Schreibweise) mit abzählbarer 
Basis und sei 7 ein stetiger Endomorphismus, der X auf sich abbildet und der ergodisch 
bezüglich des Haarschen Maßes u auf X ist. Die Bedingung der Ergodizität kann durch 
eine rein algebraische ersetzt werden, und zwar folgendermaßen (vgl. W. A. Rochlin [5]): 
Sei X* die Charakterengruppe von X. In X* entspricht dem Endomorphismus 7 eine 
Transformation 7*, gegeben durch 7* x(x) = xy(Tx) für alle Charaktere x € X*. Sind 
für jeden nichttrivialen Charakter x alle Funktionen der Gestalt y(7T”x) (n =1,2, 3,...) 
voneinander verschieden, so heißt 7* aperiodisch. Der Endomorphismus 7 ist nun genau 
dann ergodisch, wenn 7* aperiodisch ist. 

Wir nennen eine Folge {x„} von Elementen aus X u-gleichverteilt, wenn für jede 
stetige Funktion f auf X die Relation 

X 


n>»0 n 





erfüllt ist. 

Ist eine Aussage für alle x € X gültig mit Ausnahme einer Menge, deren Haarsches 
Maß Null ist, so sagen wir, sie sei für fast alle x € X gültig. Im übrigen verweisen wir 
bezüglich der verwendeten Begriffe und Notationen auf [1]. 
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gr 





Definition. Ein Element z€ X heißt normal bezüglich T, wenn die Folge {T"x} 
u-gleichverteilt ist. 

Da nach Voraussetzung 7 ein stetiger ergodischer Endomorphismus ist, ist 7 
auch maßtreu bezüglich des Haarschen Maßes u. Daraus folgt nun unmittelbar unter 
Verwendung des individuellen Ergodensatzes der 


Satz 1. Fast alle x€ X sind normal bezüglich T. 


Weiter gilt der 

Satz 2. /st x normal bezüglich T, dann ist es auch normal bezüglich T*(k = 1, 2, 3,...). 

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus [1], Satz 7; denn ist 7 ergodisch, 
dann auch jede Potenz von 7, wie aus der algebraischen Charakterisierung eines ergo- 
dischen Endomorphismus unmittelbar folgt. 

Ebenso einfach beweist man den 

Satz 3. /st x normal bezüglich T* für irgendein k Z 2, dann ist es auch normal be- 
züglich T. 


Beweis. Wir benötigen nur die Tatsache, daß 7 maßtreu ist, d. h. die Relation 
S ftTx)du(x) = S ftz) du(z) für jedes stetige f auf X. Nach Voraussetzung gilt 
X x 


. Sat) +::+fMTea _ 
Em n “ri “N 
für jedes f€ C(X). Ersetzt man f(x) durch die ebenfalls stetige Funktion f(T'!x) (21 
ganz), so ergibt sich, weil 7 maßtreu ist, 
1 k+l BE kn+l 
un A HMI + Te. un, 


Addiert man diese Ausdrücke für ! = 0,1,...,k— 1 und dividiert durch k, so erhält man 


RG m 1 2 m ER 











was mit der Behauptung äquivalent ist. 

Trivial ist der folgende Satz: 

Satz 4. Ist x normal bezüglich T und $ ein stetiger Endomorphismus von X auf sich, 
der mit T vertauschbar ist, so ist auch Sx normal bezüglich T. 

Beweis. Es gilt 


lim 4 2/7782) = lim 4 E/(STV2) = f fS2) du(a) = f fa) du(a). 
4 X 


n>o N;<n n>onN isn 
Etwas tiefer liegt der 
Satz 5. Ist x normal bezüglich T und $ ein stetiger Endomorphismus von X auf sich, 


der mit T vertauschbar ist, und ist außerdem der Kern N dieses Endomorphismus endlich, 
dann ist auch S-!x normal bezüglich T, wobei S-!x ein beliebiges Urbild von x bedeutet. 


Beweis. Da 5 ein stetiger Endomorphismus von X auf sich ist, dessen Kern endlich 
ist, gibt es eine offene Menge B mit den folgenden Eigenschaften !): 


1) Man wähle eine genügend kleine offene Umgebung U, von 0, deren Urbild aus k punktfremden offenen 
Mengen besteht. Diejenige Menge davon, die 0 enthält, nennen wir B,. Die anderen gehen aus B, durch Trans- 


k 
lation mit den Elementen n, hervor. Seiz&U(B, + n,). Dann gibt es eine Umgebung U, von 8z, die mit U, 
i=1 
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a)SB=X. 

b) Aus Sxz = Sy für zwei Elemente z, y€ B folgt x = y. 

ec) V0EB. 

Wir erweitern die Menge B durch Punkte ihres Randes zu einer Menge A,, für die 
5A, = X und die Bedingung b) erfüllt ist. Seien n, =(), n,,...,n, die Elemente des 
Kerns N, also die Gruppenelemente, die durch den Endomorphismus 5 in die Null ab- 
gebildet werden. Wir bilden die Mengen A, + n; = A;,. Dann sind je zwei A,, A, mit 


k 
i + j punktfremd und es ist U A; = X. Jedes A; bildet eine Gruppe, wenn man die 


Gruppenoperation durch x + y = z definiert, wobei z das eindeutig bestimmte Element 
aus A; ist, für das S(x + y) = Sz gilt. Die Menge A, wird dabei algebraisch isomorph 
zur Restklassengruppe X/N. Wir führen in A, auch die Topologie von X/N ein und 
machen es dadurch zu einer kompakten abelschen Gruppe. 

Wir zerlegen den k-deutigen Endomorphismus von X auf sich in k eindeutige 
Transformationen S; von A, auf X. Es gilt dabei SA; = X und S7'X =4A,.. 

Das Haarsche Maß auf X ist auch invariantes Maß auf A;. Denn sei C eine beliebige 
offene Menge mit C < A;. Sei p, die charakteristische Funktion von € und f,(z) definiert 
durch 

fe(2) = p.(2) für zEA, 
und 


fe(z + n,) = fe(2) 


Dann gilt 
[per + want = [1a + Want) = [rtdante) = [ocean 


4; X X ; 
Ist # das normierte Haarsche Maß auf A,, so erhält man also u(f) = ku(f) für jede inte- 
grierbare Funktion f auf A.. 
Man kann $ auch als eine — umkehrbar eindeutige — Transformation von X/N 
auf X auffassen. Ist {x„} eine „-gleichverteilte Folge auf X, dann ist {$-!2,} auf X/N 
eine „-gleichverteilte Folge. Dazu bemerken wir, daß man in der Definition der u-Gleich- 
verteilung den Raum aller stetigen Funktionen auch durch die Menge aller charakte- 
ristischen Funktionen aller offenen Mengen M, deren Rand das Maß Null besitzt, ersetzen 
kann (vgl. [2]). un! Ken it folgt zen aus der Gleichung 


m Zr (8- 1x.) u tim 1 er (2,) = u(M') = a(MIN). 


Dabei bedeutet Re die Menge S(M/N). “e linke Seite ergibt sich aus der Äquivalenz 
der beiden Aussagen S-!z,€ M/N und z,€ M’. Betrachtet man speziell die zu X/N 
isomorphe Gruppe A,, so rs sich wegen u(f) = ku(f) die Relation 


lim — m Zru8r 'z,) = u(M) = ku(M) 


n>%»© 


für jede offene Menge M mit un RR EERN Eigenschaften, die ganz in A; liegt. 


keinen Punkt gemeinsam hat und deren Urbild aus k getrennten offenen Mengen besteht. Diese sind offenbar 
k 
fremd zu . (Bı +n,). Sei B, diejenige unter ihnen, die den Punkt z enthält. Ist y ein Punkt 





mit y ‘ U «2, +.n,) v (B, + n,)}, so führen wir dasselbe Verfahren noch umel durch, usw. Da X eine abzähl- 
bare Basis besitzt, bekommen wir auf diese Weise eine offene Menge B= U Bis deren Bild in X dicht ist. Man 
kann dabei die B, so wählen, daß der Rand von B das Maß 0 besitzt. 
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Um nun Satz 5 zu beweisen, gehen wir folgendermaßen vor: Wir betrachten den 


Ausdruck n S&Y„(T’S-!x), wobei M 0.B.d.A. eine offene Menge sei, deren Rand das 
j=1 


Maß Null besitzt und die ganz in A; liegt. Wegen ST = TS ist WS "'x = S;' T’x für 


ein gewisses i erfüllt, das natürlich von j abhängen wird. Wir zerlegen — ZEYu(T'S-!x) 
j-1 
in k Summen derart, daß in jeder Summe die Glieder 9„(S;7"7’x) mit gleichem i ge- 


sammelt werden: 


Ye . ’ 1 ! 
— Z9uP Ss") = zZ pulSi Tr) ++ 2 YulSE' Tea). 


1 
j-1 N j,<n „,<n 


Sei » ein beliebiges Häufungsmaß dieser Folge. Dann gilt für jede unserer Mengen M 
v(M) < ku(M). 
Es ist also » < u. Andererseits ist » trivialerweise invariant bezüglich 7, es ist daher 
nach [1], Satz 1 — weil u ergodisch ist — die Relation » = u erfüllt. Da » ein beliebiges 
Häufungsmaß war, existiert 
lim „- ZputT18-22) = [ putz)duta) 


n>oNnN 1 
X 


womit Satz 5 bewiesen ist. 


Spezialfälle: 


1) Sei X die k-dimensionale Torusgruppe und 7 die Abbildung 
x a 0\ /&ı ax, 
X % AX, 
r=|: >» . - 1=4Ar, a>1i ganz. 

% 0 a \x ax; 
Die bezüglich dieser Transformation normalen x stimmen mit den von J. E. Maxfield [3] 
betrachteten normalen k-tupeln überein. In diesem Falle sind alle unsere Sätze bereits 
bekannt. Satz 5 wurde mit einer anderen Methode bewiesen, die im allgemeinen Fall 
versagen dürfte. Er lautet folgendermaßen: Ist x ein normales k-tupel, dann auch Br, 
wobei B eine beliebige nichtsinguläre Matrix mit rationalen Elementen bedeutet. 


2) Sei X wieder die k-dimensionale Torusgruppe und 7x die Abbildung r> Ar, 
wobei A eine quadratische k-zeilige Matrix mit ganzzahligen Elementen ist, deren Deter- 
minante nicht verschwindet und für die außerdem kein Eigenwert eine Einheitswurzel 
ist. Diese Bedingungen sind in diesem Fall äquivalent mit den Rochlinschen (vgl. [5]). 
Satz 1 und Satz 2 wurden schon in [1] bewiesen. Die Sätze 4 und 5 kann man folgender- 
maßen formulieren: Sei B eine nichtsinguläre Matrix, die mit A vertauschbar ist, dann 
ist mit {A"r} auch {A"Br} und {A"B-!r} gleichverteilt mod 1. 
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Volumbestimmung des Fundamentalbereichs 


der Hilbertschen Modulgruppe n-ten Grades’). 


Von Helmut Klingen in Göttingen. 





1. Es sei K ein total-reeller algebraischer Zahlkörper vom Grade r über dem ratio- 
nalen Zahlkörper P. Die Hilbertsche Modulgruppe n-ten Grades T„(K) besteht aus den 
2n-reihigen in K ganzen Lösungen M der Matrizengleichung 


R 0 E 
M'IM=1, I-(/5 a‘ 
Dabei bedeutet M’ die zu M transponierte Matrix und E die n-reihige Einheitsmatrix. 
T„(K) gestattet eine diskontinuierliche Darstellung in dem r-fachen cartesischen Produkt 
9 des Siegelschen Halbraums, 


= {Zu -.:-„Z)]Z, = X, + 1V,, Y,>0, s=l,..,r}, 


wobei also Z,,...,Z, n-reihige komplexe symmetrische Koordinatenmatrizen sind. Die 
erwähnte Darstellung von T„(K) wird dann geliefert durch die simultanen Abbildungen 
W, = (4%Z, + B) (CZ, + DW) v=1,...r) 
A» Bo 
(abgekürzt W, = M'"xZ,> oder auch einfach W = M<Z)y), wobei M(” = ( co” De") die 
zuM = (C 2) im Sinne der Algebra konjugierten Matrizen sind. T,(K) ist also die 
Hilbertsche Modulgruppe, T„(P) die Modulgruppe n-ten Grades. 

Automorphe Funktionen zu T„(K) wurden in neuerer Zeit von 1. I. Pjateckij- 
Sapiro [1] und W.L. Baily [2] behandelt. In der erstgenannten Arbeit, von der einige 
Ideen hier verwendet werden, findet sich auch der Nachweis dafür, daß T„(K) eine 
diskontinuierliche Gruppe der ersten Art ist, daß also insbesondere ihr Fundamental- 
bereich ein endliches Volumen V„(K) in der symplektischen Metrik besitzt. Hier soll die 
Aufgabe gelöst werden, den genauen Wert des Volumens zu bestimmen. Das ist wichtig 
wegen des bekannten Zusammenhangs mit der Eulerschen Charakteristik von $. modulo 
T„(K). Behandelt wurden bisher von C. L. Siegel die Spezialfälle F,(K) [3] und T,„(P) [2]. 
Das erste Resultat, welches mittels einer Residuumsbestimmung erhalten wird, werden 
wir benutzen. Sodann liegt es nahe, zur Berechnung von V„(K) einen analogen Induktions- 
beweis nach n zu führen wie bei der Berechnung von V,„(P). Sieht man sich den Siegelschen 
Beweis daraufhin an, so scheint dies zunächst nur für Klassenzahl 1 durchführbar zu sein. 


*) Erweiterte Fassung eines Vortrages, den ich im September 1960 auf dem Symposium über Zahlentheorie 
in Oberwolfach gehalten habe. 
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Das hat zwei Gründe. Erstens geht dies ein bei der Berechnung gewisser bestimmter 
Integrale und zweitens bei einem wichtigen Lemma (vgl. Hilfssatz 3) über die Ver- 
tauschung von Integrations- und Grenzprozessen. Hier soll nur etwas zu der zweiten 
Schwierigkeit gesagt werden. Im rationalen Fall reicht der Fundamentalbereich nicht an 
den Rand von $,„ heran, so daß man auf Grund des Majorantenkriteriums jene Ver- 
tauschung durchführen kann. Legt man den analogen Fundamentalbereich bei Zahl- 
körpern zugrunde, so stößt dieser jedoch an den Rand von $, heran, so daß man den 
Vertauschungssatz nicht beweisen kann. Es wird also darauf ankommen, zu zeigen, wie 
man die „Spitzen‘ (welche im rationalen Fall gar nicht auftreten) behandeln kann. Zu 
diesem Zweck hat man einen neuen Fundamentalbereich zu konstruieren, der für die 
Berechnung des Volumens geeignet ist und gleichzeitig den Beweis des Vertauschungs- 
satzes gestattet. Das Ergebnis lautet 


_m(n+1) n+ n 


ValK)=2n ° d’? MR NNrEAM, 
k=1 


wobei d die Diskriminante von K und {«(s) die Dedekindsche Zetafunktion ist. 

Es wäre von Interesse zu wissen, ob V„(K) bis auf einen rationalen Faktor eine 
Potenz von x ist. Dies erweist sich als richtig, wenn man obige Formel kombiniert mit 
einem Ergebnis von E. Hecke [7] über die Werte der Dedekindschen Zetafunktion an 
geradzahligen Argumentstellen. Dann hebt sich die Irrationalität /d heraus. 

Es seien noch einige durchweg verwendete Bezeichnungen angeführt. Der Index » 
laufe stets von 1 bis r. Tritt » als oberer Index auf (z. B. M), so seien damit die im 
Sinne der Algebra konjugierten Größen bezeichnet, » als unterer Index (z. B. Z,) bedeutet 
voneinander unabhängige Größen. Determinanten bzw. ihr absoluter Betrag werden mit 
det bzw. abs benannt. Aus der Theorie der quadratischen Formen übernehmen wir die 
Abkürzung A[B] = B’AB. Schließlich bedeute N die Norm in K. 

2. Wir behandeln zunächst symmetrische Matrizenpaare in K im Hinblick auf die 
Konstruktion von Fundamentalbereichen. Ein Paar n-reihiger Matrizen C, D aus K heiße 
symmetrisch, falls CD’ = DC’ und der Rang (C, D) = n ist. Man bekommt eine Klassen- 
einteilung der symmetrischen Matrizenpaare durch die folgende Äquivalenzrelation. Zwei 
symmetrische Paare C, D und C,, D, sollen äquivalent heißen (=), wenınC=PC,D=PD, 
mit einer nicht-ausgearteten Matrix P aus K gilt. In jeder Klasse sind sicher ganze Paare 
(das sind solche, bei denen C, D ganz in K sind). Ein ganzes symmetrisches Paar heiße 
minimal, wenn 

N(ö(C,D))= Min NR(ölC,, D;)) 
(C,D,) »(0,D) 
ist, wobei ö den größten gemeinsamen Idealteiler der n-reihigen Minoren von (C, D) 
bezeichnet und nur ganze Paare C,, D, zugelassen sind. Falls die Klassenzahl kA von K 
eins ist, gilt für minimale Paare stets ö(C, D) =1; das sind die sogenannten teiler- 
fremden symmetrischen Paare, welche als erste und zweite „Zeile‘‘ bei Modulmatrizen 
auftreten. Für A >1 ist das nicht mehr richtig, so daß man zwangsläufig nicht-teiler- 
fremde symmetrische Matrizenpaare behandeln muß. — Zwei minimale n-reihige Paare 
C, D und C,, D, mögen assoziiert heißen, falls 


(C,, D,) =(C, D) M,M € T„(K) 
gilt. Bekanntlich sind die teilerfremden symmetrischen Paare alle untereinander asso- 
ziiert. Allgemein gilt 
Hilfssatz 1. Die Anzahl nicht-assoziierter minimaler n-reihiger Paare ist endlich. 
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Beweis. In [5], Hilfssatz 4 habe ich gezeigt, daß ö(C, D) für minimale symmetrische 
Matrizenpaare nur endlich vieler Werte fähig ist. Sei die Zahl qg aus ö(C, D) fest gewählt; 
man ergänze C, D in K zu einer quadratischen Matrix 


C D 
U=(z, x) 


der Determinante 1 mit ganzen gX,, qX,. Setzt man 


* * 


u -(? TE F=-Y—_YXC, G=X—YXD, 


. CD 
so erfüllt M = ( FG 
und g?*F, q?*G sind ganz. Ersetzt man noch F und G durch g?"F, q?"G, so hat man 
M'IM = g®I mit ganzem M. Nach einer Bezeichnungsweise von K. G. Ramanathan 
heißen reelle Matrizen M mit M'IM = mI verallgemeinerte symplektische Matrizen 
mit dem Kern m. Man kann also jedes minimale Paar ergänzen zu einer ganzen ver- 
allgemeinerten symplektischen Matrix M mit einem Kern m aus einem endlichen Werte- 
vorrat. Sind nun zwei solche Matrizen M,, M, mit dem gleichen Kern m kongruent 
modulo m, so folgt M5'M, =E mod 1, also M;'M, €T,(K). 


Man kann nun einen Fundamentalbereich für T„(K) ebenso wie im rationalen Fall 
durch die folgenden drei Bedingungen beschreiben: 


) die Gleichung M'IM =, ist also eine symplektische Matrix, 


II abs (CZ, + D") >21 für alle teilerfremden symmetrischen Paare C, D in K, 


v-1 


IT... VZ)ER, X, = oU, +: + MU, (v=1,..4P). 


Dabei bezeichnet R den Humbertschen reduzierten Bereich [6]; o,, . . -, ®, ist eine Ganz- 
heitsbasis von K, und die Elemente der reellen Matrizen U,,..., U, sollen dem Betrage 


nach < $ sein. Die erste Bedingung besagt, daß 77 det Y, maximal ist unter allen bezüg- 


v=1 ' 
lich der Modulgruppe äquivalenten Punkten. Sodann hat man noch eine Modulsubsti- 
tution der Form | 
W, = Z,[U”] + 5” 


mit unimodularem U und ganzem symmetrischen 5 frei. U wird durch die zweite Be- 
dingung und schließlich 5 durch die letzte Bedingung festgelegt. Im Gegensatz zum 
rationalen Fall reicht dieser Fundamentalbereich für A > 1 an den Rand von 9, heran 
und ist für die funktionentheoretischen Untersuchungen wenig geeignet. 


Unter einer Fundamentalmenge versteht man eine Punktmenge in $,, die zu jedem 
Punkt von $, mindestens einen bezüglich T„(K) äquivalenten enthält. Nun soll eine für 
die vorliegenden Zwecke geeignete Fundamentalmenge konstruiert werden. Zunächst 
sei für £> 1 im Raum von r positiv definiten symmetrischen Matrizen (Y,,.. ., Y,) die 
Punktmenge Qt) durch folgende Ungleichungen erklärt: 


12% 
(1) Y, Bu P,[Q,]; P, ae 


pP 


2) 0<pPsıpl, (k<n, PPSıUP (k<sn, |MI|St. 
2* 
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Dabei laufen », # unabhängig von 1 bis r. In (1) hat man die Jacobische Zerlegung einer 
symmetrischen Matrix in Diagonal- und Dreiecksmatrix und in (2) die Bedingungen für 
die Elemente von P und Q, bei denen ausnahmsweise die Indizes », u inkonsequenterweise 
nach oben gesetzt sind. 


Hilfssatz 2. T,„(K) besitzt eine Fundamentalmenge 
ef ER 0 797, >0,1>1), 


wobei 8 eine endliche Menge symplektischer Matrizen aus K ist und %,, durch 
(3)  ITabs(C”Z,+ D") >s für alle ganzen symmetrischen Paare C,D, 


v-1 


(4) Yn.-.,Y)EeO), 
(5) X%,=(), |W| st 


erklärt ist. 


Beweis. Für verallgemeinerte symplektische Matrizen M = (< > aus K mit 


positivem Kern und Z = (Z,,...,Z,) € $n sei 
x(M;Z) = II abs (CZ, + DW). 
v-1 

Es gilt die Rechenregel 

(6) x(MM;;Z) = x(M,;Z) x(M; M,<Z)), 
insbesondere also 
U'o0 
0 U! 
Seinun Z=(Z,,...,Z,) € 9. vorgegeben. Man bestimme das ganze symmetrische Paar 
C,, D, 80, daß 

(8) x(M.; Z) = ur x(M;Z) 


()  x(MR;Z) = z(M; R<Z)) für R -( ) mit unimodularem U. 


wird. Dabei sind alle verallgemeinerten ganzen symplektischen Matrizen M aus K mit 
* %* 

positivem Kern zugelassen, und M, = ( c Be ist eine Ergänzung von C,, D, zu einer 
0 0 

solchen Matrix. Dieses Minimum existiert auf Grund der absoluten Konvergenz der 


Eisensteinreihen [5] vom Typ 


ZR((C,D)) ITdet(C”Z,+D®) g>n+h), 


v-1 


wobei über alle Klassen ganzer symmetrischer Paare C, D aus K summiert wird. Das 
minimale Paar C,, D, gestattet nach Hilfssatz 1 die Darstellung 


* * 
(c. 5) ha 


mit M,€T„(K) und W aus einer festen endlichen Menge symplektischer Matrizen in K. 
Nun übe man auf Z* = WM,<Z) noch eine symplektische Transformation TLR aus, 


wobei 
ES K' 0 v0 
7-62) 2b) R=lor-) 
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U unimodular, X ganz, $ ganz symmetrisch ist. Nach der Humbertschen Reduktions- 
theorie [6] kann man Z aus einer festen endlichen Menge, R und T so wählen, daß für 
Z = TLR <Z*) die Bedingungen (4) und (5) bei geeigneter von Z unabhängiger Wahl 
von t erfüllt sind. Ferner existiert dann eine feste natürliche Zahl c, so daß stets 
cTLRWM, eine ganze verallgemeinerte symplektische Matrix mit dem Kern c ist. Nach 
einer beim Beweis von Hilfssatz 1 gemachten Bemerkung über verallgemeinerte symplek- 
tische Matrizen mit festem Kern folgt 


TLRWM, =V"'M, 
mit M, € T„(K) und V aus einer festen endlichen Menge ® symplektischer Matrizen in K. — 
Der Beweis ist vollendet, falls noch (3) für Z nachgewiesen werden kann. Diese Bedingung 
gilt auf Grund von (8) zunächst für Z*, wenn man die Rechenregel (6) benutzt: 
x(eMWM,;Z) > gr 
z(WM,;Z) 7 
Daran ändert sich nach (7) nichts beim Übergang zu R(Z*). Übt man noch Z und dann 


T aus, so gelangt man zu Z und hat evtl. gleichzeitig die rechte Seite c”” durch eine 
kleinere von Z unabhängige positive Größe zu ersetzen. Das ist möglich, weil Z einer von Z 
unabhängigen endlichen Menge angehört. 


3. Sei f(x) als monoton fallende stetige Funktion von x vermöge 


TE u a wirt 


(9) f{2) =} ((n—A)!) 
0 für 21 





x(M; Z*) = x(M; WM,<Z)) = 


erklärt. Durch 


u (9 r)l6 ©) 


wird bekanntlich (vgl. [4]) die Z,-Halbebene auf den Raum der 2n-reihigen symme- 
trischen positiv definiten symplektischen Matrizen S, abgebildet. Die Modulsubstitution 
Z,> M<Z,y induziert dabei die Abbildung S,— S,[M'”—"]. Nun seien &,,... ., & PoSi- 
tive reelle Zahlen, (Z,,- . .,Zr) € ön. Man bilde 


(14) Ge 5 BB AU EEE | 
w+0 


r 


S,[o'”)) ? 
1 


wobei über alle ganzen 2n-zeiligen Spalten mw +0 aus K summiert wird. Das symplek- 
tische Volumelement lautet 


dv = IT {dX,} {ar}. 
v„=1 


Dabei bedeutet allgemein {dA} das Produkt der Differentiale der unabhängigen Elemente 
einer Matrix A. Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Majorantensatz. 
Hilfssatz 3. Es gibt eine von &,,...,e, unabhängige integrierbare Funktion 
g(Z1::.,2r), so daß 
"HR : ARBRRR 49-0 : MEER 

und 

fgdv < 

8 


ist. Dabei hat man die e, auf eine hinreichend kleine Umgebung des Nullpunktes zu beschrän- 
ken, und % ist die in Hilfssatz 2 beschriebene Fundamentalmenge. 
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Beweis. Da % sich aus den endlich vielen Bereichen V<%,.> zusammensetzt, 
betrachte man zunächst die Punkte Z€ %,,. Setzt man in (3) speziell 


ao b 0 
e-( 0), 2=-\:) 
so findet man 


(12) I|a”,+b”|>s 


v1 


für alle Paare ganzer Zahlen (a, b) + (0,0) aus K. Dabei ist z, das erste Diagonalelement 
von Z,. Man zerlege a, b nach einer Ganzheitsbasis in K und betrachte bei festem Z die 
Linearformen in diesen Komponenten von a, b 


L,=a"N.,+59, L,.. = az, +5 (v=4A,..,r 


Diese sind paarweise konjugiert komplex und haben die Determinante 2’dy, :*  Yr- 
Dabei ist y, der Imaginärteil von z,. Der Minkowskische Linearformensatz zeigt wegen 
(12), daß diese Determinante nicht beliebig klein werden kann; d.h. es Er eine positive 
von Z unabhängige Konstante A mit 


II y, > A (Z € 5): 
v=1 


Nun benutze man die Jacobische Darstellung (1) von Y, und (2), (4). 
Dies zeigt, daß 


(13) Dr'<xa (k=A,..„n;v=ÄA,...,r) 


ist mit einer von Z unabhängigen positiven Konstanten x. Das bedeutet, daß %,, nicht 
an den Rand von $, heranreicht. 


Für positive o,,...,_r wollen wir nun die Anzahl h(p,,:. .,Or5 Zu. .,Zr) der 
in K ganzen Lösungsspalten mw von 


5,[n”] so 


abschätzen. Setzt man mw’ = (u’, v') und führt (10) ein, so lautet dieses Ungleichungs- 
system 


Y,' [u — X,0”] + Y,w”] so, 
Die in Frage stehende Lösungszahl wird majorisiert, indem man stattdessen nur 
Yu” — X, 0] so. Y,lo”]se, r=1,..,r) 


verlangt. Bei Benutzung der Jacobischen Darstellung Y, = P,[Q,] aus (1) und 
ı? = X,0, 0,7 = (g$”), wW’ = (u,,...,u,), t' = (r,,...‚r,) reduziert sich dies auf 


k—ı 
Eee, + er. 
Im +1 


Führt man noch eine Ganzheitsbasis für die gesuchten Lösungen u{”, v{”, r{” ein, so 
zeigt eine einfache Gitterpunktabzählung 


(14) Klon: Zu: 42 Ss I (+ 2yollpi + pP) + 40,) 


v=1,..,fr 
k=1,..,n 


mit einer nur von K und n abhängigen Konstanten y. 
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Nun ist nach (10), (14) für Z€ &,.: 
Olen..er; VKZI.. vnxZ,)) S(&-)” z1( 25,100) 


w+0 v-1 


1 1 
s (&ı &,)f(0) a(=, ..- gi’ Vz,» ... vxz,) . 


Man bestimme die natürliche Zahl m so, daß mV" ganz ist; dann zeigt (14) 


m? m? 
hans 2: 3 PP AED 56 V"xZ,) <(e,*** 8,)”"f(0) h (= I FE TE „Z,) 
1 r 
2ym 
€ & 


v v 


<(s:- "fd U (7 + 
s=l-r 
k=1--n 


(De + )- 


Wenn man noch die e, auf eine hinreichend kleine Umgebung des Nullpunktes beschränkt 
und (13) benutzt, lassen sich die Faktoren des obigen Produktes bis auf einen konstanten 
Faktor durch 


1 4 
(+)? 
majorisieren. Also ist 
len... 85 VOAZII,..., VNXZ) 


< Bla Dr rod=lt + \" vo ( + 2 IT det Pi 


€ v-1 


<«]I det Pl = g(V"<Z,),..., V"<Z,)) 


v-1 


mit geeigneten Konstanten «, ß. Damit ist eine Majorante in V<%,.> gefunden, was 
ausreichend ist, da % sich aus endlich vielen solchen Bereichen zusammensetzt. — 
Schließlich ergibt sich die Konvergenz von 


S gdv 


folgendermaßen. An Stelle von Y;"' nehme man als neue Integrationsvariable p'”*, g#”. 
Die Funktionaldeterminante hat den Wert 


27 II per —eD, 
k,r 
Folglich ist 
gdo=« [ IT det Pldv = 2"a [ IT pi? * =» II {dX,} {dQ,'} {dP}*} 

“ED B,ır=1 k,v v-1 
konvergent, da rechts Integrand und Integrationsbereich nach (2), (5) und (13) beschränkt 
bleiben. 

4. Es seien %,,...,% die Idealklassen von K; man fasse in (11) zunächst alle 
Reihenglieder zusammen, für welche der größte gemeinsame Idealteiler ö(rv) der Elemente 
von w in % liegt: 

®,(E, ce. €; Zı Hi. Z,) -. (&, ee. &,)”” P3 ı( 285,[n0)) " 


ö(w) EI, „1 


Es sei F ein in % gelegener Fundamentalbereich von T„(K). Nach Hilfssatz 3 existieren 
dann die Integrale 


(15) WlEn - 2 Er; Ba) Ei 7 ee © Amp Ay 
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und es wird 
h 
(16) Ylen---,&) = z vie MR 0 © af IRA © Re AT 7 


Nun wird y(&,...,&) durch V„(K) und y(e,,...,&;%s) durch V„_,(K) ausgedrückt. 
Dann ergibt (16) eine Rekursionsformel für V„(K). 
Auf Grund von Hilfssatz 3 kann man in (16) den Grenzübergang 


(17) lim y(E,...,€) = (lim TE Z,)) dv 
unter dem Integralzeichen vollziehen. Man spalte tw nach einer Ganzheitsbasis o,, ... ., w, 


auf, so daß £ S,[w‘”] = S[Wr] wird; wobei also $ aus den Kästchen $,,..., S, in der 
v1 


Hauptdiagonale aufgebaut ist, die Spalte r aus den 2nr ganz-rationalen Komponenten 
der Elemente von mw besteht und W in naheliegender Weise aus den Basiselementen 
zusammengesetzt ist. Auf Grund der Bedeutung des Riemannschen Integrals ist dann 


(18) lim &l&,..,852»::,2)= S fS[WE) {dr}. 
an stwi)sı 
Durch $S[Wr] < a wird ein 2nr-dimensionales Ellipsoid beschrieben mit dem Volumen 
ar ar 
d" (nr)! 


Folglich zeigt die Berechnung des Integrals (18), daß 


B(a) = 


ar 


erla—nı) 





1 
im Ole, ..,8,;2,::2) = fr nu u dx 
e>0 dx 
0 


ist, und mit (17) wird 





’ nr V (K) 
) ae LET 
(19) = y(e, ’ €) d" ((n— 1)!’ 
Zur Herstellung des angekündigten Zusammenhangs zwischen y(£1, . - ., Er; x) 
und V„_,(K) benötigen wir zunächst einige Vorbereitungen. 


Hilfssatz 4. Zwei ganze Spalten to,, tw, von je 2n Elementen lassen sich genau dann 
mittels einer Modulsubstitution ineinander überführen, tv, = Mw,, wenn ö(t,) = ö(m,) ist. 

Beweis. Man benötigt zwei Hilfsmittel. Erstens die Richtigkeit des Satzes für eine 
beliebige unimodulare Matrix U statt M und zweitens die folgende arithmetische Aussage. 
Sind a,b ganze Zahlen und £ ein ganzes Ideal von K, so gibt es eine ganze Zahl z € K 
mit (a + zb, £) = (a, b, &£). — Geht man nun von einer beliebigen ganzen Spalte tw mit 
den Elementen w,,.. ., %y, aus, so kann man diese infolgedessen bei Verwendung von 
Modulsubstitutionen der speziellen Gestalt 


bu) ba (sa 


U unimodular, $ ganz symmetrisch, zunächst überführen in eine solche, für welche 
höchstens die Elemente w,, %g, Wa +1, Wa+g von Null verschieden sind. Daher kann man 
sich auf den Fall n = 2 beschränken. Darüber hinaus kann man sogar mittels obiger 
Modulsubstitutionen erreichen, daß tw’ = (w,, %,, gw,, 0) und w, = &a*, w, = a* ist mit 
einer ganzen Zahl g und zueinander teilerfremden ganzen Idealen «, &*. Transformiert 


man nun mw mit 
(s 0 Ss- ( 0 ze) 
$ EI’ zw, — ıu,) ’ 
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so wird g durch zw, + g ersetzt. Man bestimme x aus der Kongruenz zw, + g = 0 mod «*. 
Dann wird das dritte Element von’ tw kongruent Null modulo w,, also m’ = (w,, w,, tw, 0) 
mit einer ganzen Zahl t. Schließlich führt die Modulsubstitution 


EoO —t 0 
(2 7-00) 
mw über in (w,, w,, 0,0). Folglich kann man alle ganzen Spalten mw mit gegebenem 


größten gemeinsamen Teiler ö(w) mittels einer Modulsubstitution auf die gleiche Nor- 
malform bringen, womit der Beweis des Hilfssatzes erbracht ist. 


Für ganze 2n-zeilige Spalten mw + 0 aus K definiere man die Untergruppe 
A, = {M €T,(K) | Mw = mw} 
von T„(K). Diese steht in dem folgenden Zusammenhang zu T,„_,(K). 
Hilfssatz 5. A,, ist konjugiert über der symplektischen Gruppe in K zu 


A B\ [E T\ [U' 0 10 00 00 
er je u Fr 2 
BR ((c o)(o 2) u-)| +64) 2-62): °-bc) 
[10 A, B, u 4, (‘ 0\ a=t=0 mod d-!(m) 
>= (65). (& 9)erW; 7-( 9) U-(2)- t=0 mod d-2(m)[' 


Beweis. Es seien p, q zwei erzeugende Zahlen des Ideals ö(w) = (p,g) und 
wi; = (P,0,...,0,9,0,...,0). Nach Hilfssatz 4 gibt es eine Modulsubstitution M, mit 
M,'w = w,. Dann ist 

M,'A,M, = A... 


Man bestimme x, y € ö-!(m) so, daß xp + yq = 1 wird, und setze 


-ı _A{Aı 2Bı fx 0 .fy 9 fe _fp © 
= (2 p) A=loz) Aldo) a-l io) A=ldz)- 


Dann wird M}'tw, die Einheitsspalte e, und M7'A,,M, besteht aus symplektischen 
Matrizen mit der ersten Spalte e. Nun zeigt eine leichte Rechnung, daß die Ganzheits- 
forderung in A,, gerade die arithmetische Eigenschaft des Hilfssatzes für M}'A,,M, 
zur Folge hat, so daß die Behauptung mit der symplektischen Matrix M* = M,M, 
ersichtlich wird. 


Man wähle zu jeder Idealklasse %, eine fortan feste ganze Spalte tv, mit ö(m;) € Jr- 
Dann lautet die Restklassenzerlegung von T„(K) modulo A,, 
r(K= ZZ 7 Mohn: 
(m) = ölw;) 
Die M,, sind dabei irgendwelche nach Hilfssatz 4 stets vorhandene Modulmatrizen, die 
M „tw; = mw erfüllen. Sie seien noch so gewählt, daß M_, = — M,, ist. Dann ist 


F(A,,) ai - M,'<Fy 


dw) = dw) 
ein doppelt belegter Fundamentalbereich von A,,. Folglich bekommt man 


Sr zE5.w1)@- f (288.1) ao 
(mw) = ölwj) F v-1 Fly) \=1 
-2 [ fesı ++ Es) de, 
F(A,) 
wobei A, = M£ 'A,,M# die Gruppe aus Hilfssatz 5, F(A,) ihr Fundamentalbereich 
und s, das erste Diagonalelement von S,; (i-=1,...,r) ist. Durchläuft nun g alle nicht- 
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assoziierten Zahlen aus K mit ganzem gtv, und mw alle ganzen Spalten mit ö(m) = ö(m,), 
so werden durch gi genau alle ganzen Spalten geliefert, für die der größte gemeinsame 
Idealteiler ihrer Elemente in der Klasse %, liegt. Obige Formel zeigt daher für 


YlEn 85%) aus (15) 
(20) y(e,, €; Ir) Er 2(e, TR u; s Mas} 5] + A + (2,8)? s,) do. 
g F(4, 


Das rechts stehende Integral ist unabhängig von der speziellen Wahl eines Funda- 
mentalbereichs, da s,,.. .,s, gegenüber A, invariant sind. Nun lege man einen neuen 
Fundamentalbereich für A, zugrunde, der die Berechnung des Integrals erlaubt. Nach 
Hilfssatz 5 lautet die Restklassenzerlegung von A, modulo T„_,(K) 

(21) A = P2 M,T.-ı(K), 
wobei M, über alle Matrizen 

HR Tor fi 0 m a=t=0 mod ö-!(m,) 

= (, 3. u-(, 2)» T=-(, ) t = (0) mod ö-?(m;) 
läuft. Man wähle die Diskriminantenmatrizen W bzw. (* einer Basis von ö-!(,) bzw. 
ö-2(mw,) und setze 


= $), fen en 


(de... 22) BE EU DOENENU AU FRODEOSEERET TRUE TAY TOR) SEE TOBRRRN 


Yıı Yrı 
(zZ a %rı) - (Ei Kr &r1) w*, 


Auf Grund der Zerlegung (21) kann dann ein neuer Fundamentalbereich F, von A; fest- 
gelegt werden durch die Bedingungen 


41 fvml,..,r ‚Ilr=l..,r 
2) (Bu. BER Imi23 (/ 227) me llszliZin,) 


Dabei ist F, irgendein Fundamentalbereich von T„_,(K). Bezeichnet man mit dv, das 
symplektische Volumelement im Raume der (3,, . . ., 8), so drückt sich dv in den neuen 
Koordinaten aus durch 


dv = AN" (dr) (sı ° 5)" "do, II ds, IT dr. IT deu. 
v vu vu 


Nun läßt sich das Integral in (20) leicht berechnen auf Grund der einfachen Bedin- 
gungen (22): 
er Ste zes) 
k 


v-1 


= 4 Vu_,(K) PAR (dm) S FREE ee} ( Z(u50)"s,) ds): ds, 


© 


=} Va-ı(K) "le. Ka (ö(giv,)) (& Pr I ze fa De 2)” "fz + +2) dx, .++da.. 
0) 


Zur Berechnung des verbleibenden Integrals gehe man von 
I,(a, b) = f (a) — m —"— a)’ de,‘ da, 


+ +2=s1 
Zu. ,27 20 


für nicht-negative ganz-rationale a, b aus. Man verifiziert leicht die Rekursionsformel 


alb! 


@+b+DI I:-ı(,b+a+1), 


I.(a, b) = 
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woraus sich 


Se... 2. a 
LE ereigesT 


ergibt. Bei der Definition (9) von f(x) erhält man 


ei (rn + 4)! 
(n —1)!) 
Schließlich setze man den Wert (23) in (20) ein und bekommt 
Ylen -- Er; 3a) = Va-ı(K) N (mn) z N" (g). 


I,(n—1,1) =1. 


fir zarte, +++ 2,)da,:-da, 
0) 


Beachtet man noch die Summationsvorschrift für g, daß nämlich x = gö(tw,) genau über 
alle ganzen Ideale aus %; läuft, so folgt 


Yen. 853) = Va-ı(K) > 2 N" (c). 
ae k 


Die Summation über die Idealklassen zeigt nach (16) 
Yen. 8) = V,_ı(K) d*ttul2n). 
Kombiniert man dieses Resultat mit (19), so folgt die Rekursionsformel 
V„(K) = a" ((n — A) a" Rrk (On) V„_1(K), 
woraus sich mit dem Siegelschen Ergebnis für n =1, 
V(K) = 2n"d"ıt«(2), 
die gewünschte Formel für V„(K) ergibt. 
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Eine Mordell’sche Methode in der Geometrie der Zahlen. 
Von €.G. Lekkerkerker in Amsterdam. 





1. Wie Mordell [5] gezeigt hat, führt eine von Hermite [1] bei der Abschätzung 
des arithmetischen Minimums einer positiven quadratischen Form benutzte Methode zu 
der folgenden Ungleichung für die Hermite’sche Konstante y,: 


a) Te) 


In der Geometrie der Zahlen ist diese Methode auf eine Menge anderer Distanzfunktionen 
angewandt worden, besonders von Mordell [2, 3,4,5,6], aber auch von Oppenheim 
[7, 8, 9], Mullender [10] und Armitage [411]. Dabei wird stets eine Beziehung vom Typ (1) 
zwischen den Minima einer Funktion in n Veränderlichen und einer damit zusammen- 
hängenden Funktion in n— 1 Veränderlichen hergeleitet. Meistens besitzen die zu- 
gehörigen Sternkörper eine große Gruppe von Automorphismen. 


Bis jetzt liegt noch kein allgemeiner Satz vor, woraus man durch einfache Anwen- 
dung die Resultate der oben genannten Autoren erhält. Zwar hat Armitage [11] versucht, 
einen solchen Satz aufzustellen, aber seine diesbezügliche Aussage ist zu spezieller Art 
und außerdem nicht ohne weiteres richtig!). Ziel dieser Arbeit ist nun, einen Satz oder 
eigentlich zwei Sätze, von denen der zweite sich auf Sternkörper ohne Automorphismen 
bezieht, zu beweisen, die von der gewünschten Beschaffenheit sind. Diese Sätze sind dann 
als Verallgemeinerungen der Beziehung (1) anzusehen. 


2. Im folgenden werden die folgenden Bezeichnungen benutzt: x, y, z, a, b, x, x?, 
usw.: Punkte des Raumes A,, auch betrachtet als Vektoren, insbesondere o der Nullpunkt; 


: Länge des Vektors x; 

: inneres Produkt zweier Vektoren z, y; 

: (n— A)-dimensionaler, linearer Unterraum von A,; 

: der Unterraum H, der senkrecht auf z steht; 

: Punkte mit ganzen Koordinaten; 

: das Gitter der Punkte mit ganzen Koordinaten; 

: Gitter AY (A eine beliebige nicht-singuläre Transformation des Raumes); 
Distanzfunktion, d.h. eine nichtnegative, stetige Funktion mit 
F(tx) =| | F(x) (r reell, z€ R,); die Punktmenge 5 = {x | F(x) < 1} 
ist ein Sternkörper. 


Die Determinante eines Gitters A = AY wird gegeben durch d(A) = | det A|, 
während die Spalten von A, sagen wir a!, a?,..., a”, eine Basis von A bilden; wir sprechen 
einfach von der Basis A = {a!, a®?,...,a”}. Wir brauchen weiter die folgenden Begriffe: 


’) Es fehlt eine Bedingung der Form 2® (s. Bemerkung 2). 
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Polares Gitter A* zu einem Gitter A = AY: das Gitter A* = A*Y, wo A* die zu A 
transponiert inverse Matrix bedeutet; es besteht aus den Punkten y, für die x: y = ganze 
Zahl gilt für alle zE A. 

Minimum eines Sternkörpers S (oder der zugehörigen Distanzfunktion F) in bezug 
auf ein Gitter A: 

(2) MS,A) = AF,A)= inf F(x). 


zeN,c+o 


Absolutes Minimum von 5 (oder F): 
(3) AS) = AF) = sup A(F,A) = sup A(F, A) d(A)"*. 
dN)=1 A 


$ wird ein Sternkörper endlichen Typs oder unendlichen Typs genannt, je nachdem 
A($S) >0 oder A($) = 0 ist. Für begrenzte Sternkörper ist immer A($5) > 0. 

Automorphismus ® eines Sternkörpers S: lineare Transformation @ des Raumes, 
für welche 25 = $ ist; ist $S von endlichem Typ, dann ist notwendigerweise det @ = +1. 
Weiter ist F invariant bei der Transformation 2. 

Wir geben noch einige einfache Folgerungen der obigen Definitionen an. Es 
sei A ein Gitter und 5b ein primitiver Punkt des polaren Gitters A*. Dann enthält der 
Unterraum H senkrecht auf b ein (n — A1)-dimensionales Teilgitter L von A. Es sei 
A = {a!, a?,...,a"} eine Basis von A mit a€Lfüri=1,23,...,n —1 und 
B = A* = {b!, b2,..., b"-1,b = br} die zugehörige Basis von A* (so daß a’ - bi = (0 oder 
4 ist, je nachdem i + j oder i = j ist). Insbesondere steht b" senkrecht auf H. Weiter 
ist der Abstand von ar zu H gleich 5; 7) . Deshalb gilt 

D I=-TR 

d(A)' 

Aus den Definitionen (2) und (3) folgt unmittelbar 

(II) In A gibt es einen Punkt x #0 mit F(x) <s A(F,A). 

(III) Für jedes Gitter A ist A(F, A) < A(F) d(A)"*. 

Wir bemerken noch, daß A($) mit der kritischen Determinante A($5) zusammen- 
hängt mittels A(S) = A($)—"* und daß aus A($) > 0 nicht folgt, daß A(SrH) >0 
ist für jeden (n — 1)-dimensionalen Sternkörper der Form SAH. 


3. Wir beweisen jetzt den folgenden 


Satz 1. Es sei S ein Sternkörper endlichen Typs und T eine Gruppe von Automor- 
phismen @ von S mit folgenden Eigenschaften: 

4. Die Normalen durch o auf die Hyperebenen H mit A(SrH) = liegen nicht 
überall dicht im Raum. 

2. Zu allen H mit A(S AH) >0 gibt es einen Automorphismus Q,€T der H in 
eine fest gegebene Hyperebene H, = 2,H überführt. 

3. Aus DET folgt DET. 

Dann gibt es einen Punkt b’ auf dem Rande von S, so daß der Vektor b® senkrecht 
auf H, steht, und es gilt 

(4) A(S)r-? < AS rn H,)"-} | b°|. 


Beweis. Es sei F die zu $ gehörige Distanzfunktion und A ein beliebiges Gitter. 
Wir wollen A(S, A) abschätzen. 

Es sei b irgendein primitiver Punkt von A* und es seien der Unterraum H und das 
Teilgitter L< A bestimmt wie früher. Aus der Definition (2) folgt unmittelbar 


1MS,A)SMSoH,L). 
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Wir dürfen also annehmen, daß A(S$SrH) >0 ist, weil sonst wegen (III) sicherlich 
MS,A) = AS H,L) = 0 wäre. Dann gibt es einen Automorphismus 2, mit Q,H = H,. 
Dabei ist trivialerweise A($ n H,L) = A($S n 8,H, 2,L) = AS H, 24L). Wir setzen 
nun 

b* = Q%b. 


Dann steht b* senkrecht auf H,, und es ist F(b*) = F(b) wegen 3. Weiter ist Q£A* polar 
zu 2,A. Wenden wir (III) an auf das (n— 1)-dimensionale Gitter 2Q,ZL und (I) auf den 
Punkt b* €23A*, dann erhalten wir 


(5) A(S,A)sS AS Hy,RaL) Ss ASrH,) d(Q,L) Ye 
— AS n H,) {| d* | d(@,A)}e® = AS a H,) {| b* | aAyyeD, 


Wichtig ist jetzt, daß F(b*) > 0 ist. Das sieht man so ein. Der Punkt b* ist ver- 
schieden von o und liegt auf einer festen Geraden (senkrecht auf H,). Wäre nun F(b*) = 0, 
dann wäre wegen der Bedingung 2 auch F(z) = 0 für jeden Punkt z # omit A($ rn H,)>0. 
Wegen 1 enthielte dann 5 = {z| F(z) < 1} einen gewissen unbegrenzten Kegel, in Wider- 
spruch zur Voraussetzung, daß 5 von endlichem Typ ist. Daher muß F(b*) > 0 sein. 

Hieraus folgt bereits die Existenz eines Punktes b° — ab* (x reell) mit F(b°) =1. 
Offenbar ist |b*| = F(b*)|b°| = F(b) | b°|. Daraus folgt, daß die Abschätzung (5) 
möglichst gut ist, wenn wir am Anfang den Punkt b € A* so wählen, daß F(b) möglichst 
klein ist. Nun können wir wegen (II) dafür sorgen, daß F(b) < A(F, A*) wird. Wenden 
wir dann (III) auf A(F, A*) an und beachten, daß d(A*) = d(A)-! ist, dann erhalten 
wir aus (5) 

MS, N) < MS Ho) {A(F, A*) | 8° | dA) 
< AS H,) {A(S) | 8 Pe Dalay"r. 
Da diese Ungleichung für jedes Gitter A gilt, haben wir also 
AS) SMS n Ho) {AA5) | 8 |D. 
Damit haben wir (4) bewiesen. 


Wir fügen obenstehendem Satz die folgenden Bemerkungen hinzu. 


Bemerkung 1. Man kann Überlegungen derselben Art anstellen, wenn in der Be- 
dingung 1 statt H, die Existenz endlich vieler Hyperebenen H,, H,,..., H, gefordert 
wird, derart, daß jede Hyperebene H mit A($ rn H) >0 durch einen geeigneten Auto- 
morphismus 2 in eine der Hyperebenen H, übergeführt werden kann. Sind b', b?,...., b" 
die zugehörigen Punkte auf dem Rande von S, dann bekommt man an Stelle von (4) 
die Abschätzung 

(6) ASy>-2< Max {AS Hyr-i|be|). 

e=1,2,..,7 

Bemerkung 2. Für die Anwendungen ist es zweckmäßig, die Bedingung 2 durch 

die beiden folgenden zu ersetzen: 


2», Für alle Punkte z #0 mit F(z) = ist ASAH, =0. 
2b, Jeder Punkt z mit F(z) > 0 wird durch einen geeigneten Automorphismus 


QET in einen Punkt abe übergeführt, wobei & reell und be einer von endlich vielen 
gegebenen Punkten auf dem Rande von S$ ist. 


Man kann dann die Bedingung 1 fallen lassen. 
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Bemerkung 3. Weiter ist es bequem, die Durchschnitte $ n H, auf eine geeignete 
Koordinatenebene zu projizieren. Bekommt man dabei Körper $S, ,, und ist $, die Koor- 
dinate von b® in bezug auf die betreffende Koordinatenebene (oe =14,2,...,r), dann 
hat man 

(7) ASnH,)"!|be|l= AS, ,)|B.| (=1,2,...,r). 


Nach diesen Bemerkungen können wir Satz 1 kurz so aussprechen. 


Satz 1’. S sei ein Sternkörper endlichen Typs, mit einer Distanzfunktion F und 
einer Gruppe T von Automorphismen. Es gelten die Bedingungen 2*, 2 und 3 und es seien 
die H, und ß, definiert wie oben. Dann gilt 


(8) A(S)r-2 $ ke {AMS,_,,0)"" |B.1}- 


Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, in dem wir keine Voraussetzungen 
bezüglich der Automorphismen von 5 machen. Es zeigt sich, daß man eine gewisse Ver- 
allgemeinerung von (4) angeben kann, obwohl das Ergebnis im allgemeinen weniger 
schön und brauchbar ist. Wir führen die folgende Funktion ein: 


(9) Ge) = {ASH)P|z|  (2+0), 6) =0. 
Ist diese Funktion stetig, dann ist sie eine Distanzfunktion (in n Veränderlichen). Wir 
beweisen nun 

Satz 2. Es gilt 

(10) AS)" 1 < A(C). 

Beweis. Es mögen A, b, H, L dieselbe Bedeutung haben wie im Beweis von Satz 1. 
Dann haben wir 

A(S, Ayr-ı < {A($ a H, DP' < AS n H*'d(L) 
= AS n H)r-t|b| d(A) = G(b) d(A). 


Bei geeigneter Wahl von 5 ist 
G(b) < A(G, N*) < A(G) d(A*)"*= A(C) dA". 


Wir haben also 
AS, A) S AGD ala)", 
Daraus folgt (10), weil A beliebig ist. 


4. Wir wollen jetzt kurz andeuten, wie die in der Literatur bereits bekannten 
Ergebnisse aus den obigen Sätzen gewonnen werden können. Wir geben die Koordinaten 
eines Punktes x € R, mit x,, 2, - - -, % an. 


I. F,(2) = {(21)° +)’ ++ (nr. 
Dann ist A(F) nichts anderes als y,"?. Satz 1 liefert gerade die Beziehung (1). Siehe 
Mordell [5] und Oppenheim [8]. 

1. Fl) = {a + Ha? ASpSan—i). 
Wir schreiben jetzt A(F) = y,,,'” (9 = n— p). Die Automorphismen von F sind bekannt 
und die Bedingungen 2*, 2», 3 können leicht verifiziert werden mit r =2, b!=(1,0,0,...,0), 
# = (0,...0,4). 

Wir erhalten dann (siehe Oppenheim [7, 9], Cassels [12]): 


(11) Yp,a s {Max (Y-1, g' EEE (p + q n) » 
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IH. F;(2) = | 2,232; |"? (n = 3). 
Die Automorphismen werden gegeben durch x, = 1,2; (i =1,2,3), Uy,= +1. Satz I’, 
mitr=4 und b! = (1,1, 1) liefert 

AF) s A(S,)?, 

wobei 8, = {z| |xz,23(2, + 2) | s1} ist. Das führt zum bereits scharfen Ergebnis 
A(F) = 7"? (Mordell [3]). 

IV. F(&) = {la | (22)? + (s)’)y°. 
» 
y23 


V. Fi) =| 2° |". 


Hier findet man ebenso A(F) = (Mordell 3). 


Satz 1’ liefert A(F) < A($,_,)" "2, wobei S,„_, gegeben wird durch 
1 nat + +m)|si (Mordell [2, 4]). 


VI. Ist F,(x) gegeben wie unter II, dann ist $S = {z|0 <F,(x) <1} zwar kein 
Sternkörper, aber die Überlegungen der vorigen Nummer bleiben gültig, besonders wenn 
p=q ist (Cassels [12]). 

Soweit haben wir nur Anwendungen von Satz 1 bzw. 1’ angegeben. Es gibt auch 
Anwendungen von Satz 2. 


VII. Ein Ergebnis von Mullender [10] bezüglich der simultanen Approximation 
zweier reeller Zahlen kann betrachtet werden als eine Anwendung von Satz 2 mit 


F,(2) = {| 7 | Max ((23)°, (’y°. 


Wir schreiben z = (2,, 2,, 23). Die Hauptschwierigkeit ist dann, eine möglichst gute Ab- 
schätzung für das absolute Minimum A, des zweidimensionalen Gebietes 


| 222. + 2,2, | ' Max ((23)?, (23)?) < |2ı| 


zu bekommen. Die Größe A, hängt mit der Funktion G(z) mittels der Beziehung 
G(z) = A| z | zusammen. Wir gehen auf die Einzelheiten nicht näher ein. 


VII. Fs(z) = | (23) + (23)? + (23)? |"® (Mordell [6]). 
Man findet hier G(z) = A(®,)?, wobei 


®, = bd,(z,, 2) = {(21235)° + (2325)° — (12 + %2)} 


ist. Dann wird G(z) ein gewisses Polynom sechsten Grades in z,, 2, 23; Abschätzung von 
A(G) führt zu einer Abschätzung von A(F,). 

Schließlich sei bemerkt, daß mit der obigen Liste die wichtigeren Beispiele zu den 
beiden Sätzen gegeben, aber daß damit die Anwendungsmöglichkeiten nicht erschöpft 
sind. Beispiele von Funktionen, auf die Satz 1 angewandt werden kann, sind u.a. 
22 (23)? + (20%), (21)? + (2%) (2)? + (20%). Vergleiche auch Armitage [11]. 
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Zur Statistik der Primfaktoren der natürlichen Zahlen 
in arithmetischen Progressionen. 
Von G. J. Rieger z. Zt. in Lafayette, Indiana. 





Für eine natürliche Zahl m in der kanonischen Darstellung 


m = II p”» 


plm 


V (m) Em ı). 
Es bezeichne N (n, x; k, !) die Anzahl der natürlichen Zahlen m < n mit m = 1 mod k 
und 
(1) V(m) — loglogn < x Vloglog n. 
Wir beweisen hier 
Satz 1. Es ist 





N(n,z;k)) 1 fr aw+ol =) (n— ©) 


n  kyır J Vloglog n 
mit einer nur von k abhängigen Konstanten im Restglied’?). 

Die natürlichen Zahlen m < n mit (1) verteilen sich also gleichmäßig auf die k 
Restklassen mod k. Für k =1 geht Satz 1 in ein Ergebnis von Renyi und Turän [4] 
über. Die hier verwendete Methode ist der von [4] sehr ähnlich. 

Mein Dank gilt meinem Kollegen Prof. L. J. Cote für anregende Diskussionen 
über Statistik. 


Wir bezeichnen mit x die p(k) Charaktere mod k; s= o + it; die Funktionen 
L(s, x) = I A — x(p) pP)" (e >14), 
p 


er ne os u reell 
Mu 9) = IM ei“ x(p) P"*) En 


= 5 x(m) em) =, 


m=1 , 
u(s, u, x) = Als, u, x) (L(s, 2)“ (« >14) 
sind regulär für o >41. Wegen 





© m eiu eiu(m—1) 4 
5 x(p”) x _ ) 
sind u(s, u, x) und log u(s, u, x) regulär für o >}; für o >21 ist 
fe De Iloga(s, u, y)| su. 

1) = bedeutet = per definitionem. 


2) Dasselbe gilt für alle im folgenden auftretenden Restglieder. 
®) Es ist stets der Hauptzweig des Logarithmus zu nehmen. 


log u(s, u,x)=2 


p m=2 
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Nach einer wohlbekannten Formel für Dirichletreihen ist 


S(n, u, x) = Zx(m) e’® Jog 
msn m 
ce+io 


a n®A(s,u, x) 
== ri f MH 78 ds (c > 1). 


c—i® 


Es sei E(x) =1 für y = x, (Hauptcharakter) und E(x) = 0 für x + x,- Dann ist 


(2 Sina) Em) tl 


c+io 


2 f n°u(s, u, X%o) 
I, =— ud LA 
ı 2mi ETPRERETY 


c—i» 


2n 


c—io 


Ian Trrusn 2 (Le Dr En (ge )) ds. 


Der Integrand von /, ist regulär für o > 1 mit Ausnahme von s=1; fürs =1 ist der 


Integrand noch stetig; der Integrationsweg läßt sich also von o=c nach o=1 ver- 
1 1 


lagern; wir zerlegen dann /, durch Einführen der Teilpunkte t = — 1, — ———, ——, 
logn’ logn 


und erhalten 
I, . Izı + I + Isa + Iza + Is: 


Zunächst ist offensichtlich 
n 
Ins DR o(55,); 
auf die restlichen 4 Teilintegrale wenden wir partielle Integration bezüglich n!+‘ an; 
eine einfache Abschätzung liefert 


n n 
u Olga) Tu Orga) 
und unter Benutzung der (vor-Weylschen) Abschätzungen 


i L' Fr 
Id +i, 9] =0Ooglı), ati mi=0lelı) u) 


für |w| < 7 noch 


Es ist also 


(3) 
Weiter ist 
(4) u(l, u, X) 1 — Iı2) + In» 


c+io 


r 1 n®ds 
2ni (s — 1)" 


c—io 


fr" n(s — A)!-@*(s +1) 
s? 





ds, 





c+io . 
BET ee n’(s — ap u(s, u, x) — u(l, U, x) ds 
s? s—A ’ 
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In /,, und /,, kann der Integrationsweg von o = c nach o = 1 verlegt werden und man 
findet nach partieller Integration 


(5) 


(6) 
Nach der Hankelschen Integralformel für die Z'-Funktion ist 


ie: n.(log n)“*—ı 
(7) I1= — Te) 


Aus (2), (3), (4), (5), (6), (7) folgt 
Hilfssatz 1. Für |u| < . gilt 





S(n, u, 2) er E(x) (2) ae n (log N 14+0(62,) 


Aus Hilfssatz 1 folgt für 
s(n, u, x) = Z x(m) e'*’" 
msn 
wegen 
su, Ds D1 SI y—el, Stau 2 = [OHR an, 
1 
s(n, u, x)log(1 + A) 
(1+A)n 
-S(4+N2n,u,2)— Stau, 2) +[ nnd. (1>0), 


x 
a 
logn 





wenn wir 
wählen, unmittelbar 
Hilfssatz 2. Für | u| Ss; güt 


ee (10er) + rare) 





Wegen 


o(k) fürm=1imodk 


zu) zum) [9 von (&,) =1) 


folgt für 
sin,u;kl)= 2 dm 


msn 
m=1i mod k 


aus Hilfssatz 2 sofort 
Hiltssatz 3. Für (k,I) =4 und | u| ST gilt 


s(n,u;k,)=k all, 2, X) n (p(k) log ny—ı (4 +0( u ) +0( - ) 


T'(e*) logn Ylu |logn 
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Mit 


genau die charakteristische Funktion zur Verteilungsfunktion der Zufallsveränderlichen £, 

die die Werte {V(m):m <n, m =1mod k} mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt. 

Wegen (1) haben wir ®) 

(m BFH EEE k, ) ei Vloglog n 
Vloglog n 

H(n;k,|) 





y(n, v;k,l) = 
einzuführen. Aus Hilfssatz 3 folgt leicht 
Hilfssatz 4. Für (k,l) =1 und beliebiges reelles v gilt 


ER: 
lim y(n,v;k,l)=e °?. 


n>» 


Aus Hilfssatz 4 folgt in wahrscheinlichkeitstheoretisch geläufiger Weise), zunächst 
schwächer als Satz 1, 


Satz 2. Für (k,)) =1 ist 


lim 





Ninz;kl) __4 [ I 7 
>. n ky2r 


Satz 1 selbst folgt aus Hilfssatz 3 unter Benutzung eines Satzes von Esseen ®) 
wörtlich wie in [4], zunächst nur für den Fall (k, !) = 1; der allgemeine Fall kann durch 
Abspalten des Teilers der Restklasse unmittelbar auf diesen zurückgeführt werden. Damit 
ist Satz 1 bewiesen. 


Es ist nicht schwer, in Satz 1 die Abhängigkeit des Restgliedes vom Modul k 
explizit anzugeben. 


Tanaka [5] verallgemeinert die hier behandelte Fragestellung durch Einführung 
von gewissen paarweise elementfremden Primzahlmengen P,,..., ?, und betrachtet 
gleichzeitig 


Die Ergebnisse in [5] werden mit der Brunschen Methode erzielt und sind von der Güte 
unseres Satzes 2. Auf die Verbesserung des Restgliedes in diesem allgemeineren Problem, 
durch Verfeinerung der Brunschen Methode einerseits und durch Anwendung der in der 
vorliegenden Note verwendeten Methode anderseits, hoffen wir bei Gelegenheit zurück- 
zukommen. 


*) Vgl. [1], 188. 
5) Vgl. [1], 96-98. 
*) Vgl. [2], Satz 2a. 





30 Rieger, Zur Statistik der Primfaktoren der natürlichen Zahlen in arithmetischen Progressionen. 


Wir wenden uns jetzt einer andersgearteten Verallgemeinerung zu. Dazu sei K ein 
beliebiger algebraischer Zahlkörper. Für das ganze Ideal a in der kanonischen Darstellung 
a= IIp" 


pla 


V(lo)=Fa,. 
pla 


Es bezcichne g den Grad von K und Na die Norm des Ideals a. Wir teilen die Menge 
aller zu dem beliebig gegebenen ganzen Ideal f aus K primen ganzen Ideale aus K in 
(engste) Idealklassen $ mod f ein. Bekanntlich ist 


1 
H(xz;9modfJ) = 3 1=c(Kf)xr +0 (z ’) 
aD mod 
mit einer nur von K und f abhängigen Konstanten c(K, f) und einer ebenfalls nur von 
K und f abhängigen Konstanten im Restglied. Es bezeichne N (n, x; $ mod f) die Anzahl 


der ganzen Ideale a aus $ mod f mit Na <n und 


V(a) — loglog n < zloglog n. 


Der Beweis von Satz 1 überträgt sich ohne wesentlich neue Schwierigkeiten auf diese 
Verallgemeinerung und liefert 


Satz 3. In jeder Idealklasse $ mod f eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers K gilt 


N(n,2;9modf)_ 41 [a+o( 1 ) (n ) 





H(n;9modf) y2r J Vioglog n 


oder, was damit gleichbedeutend ist, 


Ninz;ömodf)_ 1 f-% ARE >00 
eK, Din ur] u) 69 





Satz 3 verallgemeinert einen Satz von Prachar [3]. 


Auch in Satz 3 kann die Abhängigkeit der Restglieder vom Modul f unschwer 
explizit angegeben werden. Wir verzichten auch auf die Behandlung des Analogons zur 
Tanakaschen Verallgemeinerung. Ebenso bleibe die Untersuchung anderer additiver 
arithmetischer Funktionen außer Acht. 
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Zur multiplikativen Zahlentheorie. 


Von Hans-Egon Richert in Göttingen. 





Es ist das Ziel dieser Note, für die Fehlerglieder in gewissen asymptotischen Ent- 
wicklungen einige allgemeine Abschätzungen nach unten anzugeben. Derartige Sätze 
habe ich in [9] im Rahmen der Theorie der starken Rieszschen Summierbarkeit bewiesen. 
Aus der Vielzahl der möglichen zahlentheoretischen Anwendungen werden einige heraus- 
gegriffen, um sie unabhängig von der starken Rieszschen Summierbarkeit und etwas 
schärfer zu formulieren. Ein typisches Resultat ist der folgende 


Satz 1. Für eine Folge komplexer Zahlen a„,n=1,2,..., sei mit einem 6 > 0!) 


(1) 3u,=2+0(.4"). 


nsı 


Ist dann mit einer Konstanten c 


(2) F any = xlogr +cxr + 0(r°), 


mn Sa 
so- gilt 
(3) «>24. 
Für a, = 1 ist (1) (mit ö = }) erfüllt, und in (2) handelt es sich um das Dirichletsche 


Teilerproblem. Hier stellt (3) den bekannten Hardyschen Satz ([4]) dar. Es mag über- 
raschend erscheinen, daß dieselbe Aussage (3) für jede Folge, die (1) erfüllt, zutrifft. 


Für den Hauptcharakter x,(r) modulo g haben wir 
Z x(n) = Z1=$u(ld) 


#7 
n<sı n<sı dla d 
n,d)=1 


-? 2 +00). 


Wählen wir «, = am X6(n) in Satz 1, so ergibt sich, daß in der Entwicklung 


p(9) 
)= Zmtn)din) = Z zm) zul) = FR (eloga + eiQ x) + 00e9 


nsz mn Ss 


—1 


notwendig «> } ist; andererseits ist hier «< } für c(g) =2 58 ze +2C—1 be- 
la 


kannt ([8], Satz 8). 


!) Die untere Summationsgrenze ist, wenn nicht anders angegeben, 1. Die O- und o-Abschätzungen beziehen 
sich auf die Bewegung einer Veränderlichen gegen + . 
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Für das k-fache Dirichletprodukt beweisen wir den 
Satz 2. Es sei k eine natürliche Zahl > 2. Für eine Folge komplexer Zahlen a,, 
n=1,2,..., sei bei jedem e >0 








(4) 
Ist dann 
(5) P3 4, a An, > zP,_,(log x) + 0(2*), 


n]''n,<Sz 












wo P,_ı ein Polynom (k — A)-ten Grades bezeichnet, so gilt 


1 1 
(6) & > 2. — Ik . 
Für a, = 1 ist (4) erfüllt, und in (5) entsteht das Piltzsche Teilerproblem. (6) liefert 
hier für jedes k > 2 das ebenfalls durch Hardy ([4]) bekannte Resultat. 


Die Sätze 1 und 2 werden nicht direkt bewiesen, was etwas einfacher wäre, sondern 
wir folgern sie aus dem umfassenderen 


Satz 3. Es sei k eine natürliche Zahl >22. Für eine Folge komplexer Zahlen c,, 
n=1,2,..., sei bei jedem e > 0 






















1 1 
(7) Zu= ol. =*) | 
nsz 
und es sei 
(8) 3 ||? = 0(x°) 
n<sz 


mit keinem ß <A erfüllt. 
Ist dann 


(9) 
so gilt 
(10) 










Im Falle k = 2 kann die Bedingung (7) durch 
(14) Eu =O(at”) für en ö6>0 


nsz 










ersetzt werden. 
Ist „= x(n) ein Nicht-Hauptcharakter modulo g, so gelten 


Em =0(1) 


nsz 





und 
Zlolt= 2 SU GE 


nsz nsz 
(n,g)=1 


d.h. (7) und (8). Aus (10) folgt dann, daß das Quadrat einer Dirichletschen L-Reihe 





L(s, ) = zu nicht für Res <}, allgemeiner ihre k-te Potenz nicht für 
n=1 





Res < * konvergieren kann (vgl. [10)). 


‚siäclähe 
2 2 










un 


801 
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Das entsprechende Resultat ergibt sich offenbar auch mit % = (—4)"*!, wo die 
zugehörige Dirichletreihe die alternierende Z-Reihe darstellt. 


Beweis von Satz 3. Eine Dirichletreihe 


© 


Foa= 2%, s=o-tki, 


n=1 


stellt in ihrer Konvergenzhalbebene o > o,(F) eine holomorphe Funktion dar, und es 
gilt auf den Vertikalen 


(12) F(o +ü) = o(|t]|) für o > o,(F) 


(vgl. [5], S.157 und S.770). Dies reicht hin, um dort die Carlsonsche Funktion 
».(0, F),O <eo=1, definieren zu können: 


T 
e 1 @ 
v,(o, F) = inf {ei (7 |F(o + je de) -0(M)}. 
-T 
Für unsere Zwecke genügen die folgenden Feststellungen über die Eigenschaften dieser 
Funktion. 


Aus der Hölderschen Ungleichung ergibt sich 
(13) v,(0,F) s »,(e, F) für 0O<o,Sesi1,0o>o,(F), 


und aus der Definition entnimmt man für natürliches k unschwer 
(14) v.(o, F) =. n(o, F*) für o > o,(F) 
k 


(vgl. [9], S.48 und S.72). Wird für O<o<si 
Ye(F) = inf {0 | v,(o, F) = 0} 
gesetzt, so ist nach (14) für natürliches k 
(15) yılF) = yılF9). 


k 


Es gelten ([9], Satz 7.5 und Satz 8. 8) 


(16) ylF) syelf) sylf)+4—e für 0<es} 
und ([7], Hilfssatz 4; vgl. [9], Satz 8.7) 

(17) Y(F) So+ v,(o,F) für o > o,(F)?) 
sowie ([9], (7. 47)) 

(18) v,(o,F) =0 für o > y,(F). 


Die Konvexität der Carlsonschen Funktion wird in der Form 


(19) nm san nF) tür aM) <e<n<yılk) 
(vgl. [9], S. 53) benutzt. 





2) Dieses ist die wesentlichste der bei den Beweisen unserer Sätze zur Verwendung kommenden Aussagen 
über die Carlsonsche Funktion. Sie besagt für v,(o), daß an der Stelle y, ihr linksseitiger Differentialquotient 
= — 1 ist, also »,(0) bei o> y, — 0 mit einer gewissen Mindestgeschwindigkeit abfällt. Dies verhindert in Ver- 
bindung mit (20), daß die Konvergenzabszisse allzu weit links von Y; gelegen ist. Die analoge Eigenschaft bei 
der Lindelöfschen „-Funktion, in die die Carlsonsche Funktion für e—> + 0 übergeht, würde z.B. äie Richtigkeit 
der Lindelöfschen Vermutung implizieren. 
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Im quadratischen Mittel gilt an Stelle von (12) nach Grandjot ([3], Satz 4) 
(20) v‚(o,F)<s} für o >o,(F). 


Schließlich folgt aus »;(o, F) = 0 für ein o > 0 nach dem Carlsonschen Mittelwert- 
satz ([1]; vgl. [9], Satz 8. 6) für jedes e > 0 
(21) zZ | 4A]? = O(2%*). 
nsz 
Nach diesen Vorbereitungen setzen wir 
ya Ks) = zı Ir 
9-24, P-2% 
mit 
b„ 
ny.n,.=n garsülz 
Die summatorische Funktion der Koeffizienten ist nach (7) und (9) ol2® un ) bzw. O(2°). 
Nach der bekannten Formel für die Konvergenzabszisse einer Dirichletreihe (vgl. [5], 


S. 732) konvergieren die Reihen sicherlich für o > 3—% bzw. für a >«& = Max (a, 0), 


wobei wir im Hinblick auf (10) 
U 1 


annehmen dürfen. Daher sind die obigen Vorbemerkungen für #=fino> 3-7 und 


für F = ffino > x anwendbar. 

Wäre »,(o, f) = 0 für ein o < $, so würden wir aus (21) einen Widerspruch zu (8) 
erhalten. Wegen (18) folgt hieraus mit (16) und (15) 

1 1 1 
(23) zen SEN Sn) Sn M+Zz—z: 
E k 2 
Aus (17) bekommen wir mit (13) und (14) 
1 
4) yMesnatnmdSsntn dent) 
2 k 


2 


und aus (19) wegen (22), (23), (13) und (20) 


rg, N „n+3- 
k eich 

(25) v,(n,f*) a a v.(o, f ) > y1,N—+ v,(o, f*) s 2 
k 


yM)—n 





a 5 
yılff) — N+STI- 


für a<0e<I—.r< n<ylf). 

Dies verwenden wir in (24), setzen 
1 4 
n = N t+8% 0< e<ar 


und machen den Grenzübergang e> + 0. Wir erhalten 


Sb {oh 
1< n zn 
N+Zz—,—e 
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und hieraus folgt wegen y,(f) 2 } 
1 4 


13; 2 
Bei o> x + 0 ergibt sich ein Widerspruch zu (22), womit (10) bewiesen ist. 


Im Falle k = 2 liefert (11) an Stelle von (7) nur die Konvergenz der Reihe von f(s) 
für co >4—Ö (was > 4 angenommen werden kann). Damit bekommen wir (24) und 
(25) nur für n > 3 — Öö, beide liefern jedoch 


o 


ı n0-4 „> 1 
YN-NST Me für a <o<z—d<n<y(N). 


Dies ergibt 
‚N—o<h, 
woraus wegen y,(f) 2 $ wieder (10) folgt. 
Die Sätze 2 und 1 können folgenderweise auf Satz 3 zurückgeführt werden. 
Die Folge {c„} werde durch 
(26) „=a„—2a, 


2 


definiert, wo a, für ungerades n Null bedeute. Wir werden zeigen, daß sich aus den 


2 
Voraussetzungen der Sätze 2 und 1 für die Folge {a,} diejenigen des Satzes 3 mit dem- 


selben & für die Folge {c„} ergeben, so daß (10) dann unsere Behauptungen liefert. 
Aus (26) erhalten wir 
(27) ZÄa= 3m 23m = 3m —2%%. 


nsı nsı 2nsz nsz ns! 
. 
Hiermit folgen aus (4) bzw. (1) sofort (7) bzw. (11). 
Wir setzen für natürliches h 
Ald)= Z_ a‘ 
nn, Sz 


folglich 


2) Anl) = 20 2 = ZEnälz), Art Eacl,) 


n<z nsz 


und zeigen zunächst 
e h x 
(29) Ca) - 21-2 ( ) An (>) 
„‚=0 v 


Für A = 1 ist dies nach (27) richtig, und ist (29) für A bereits bewiesen, so folgt mit (28) 
und (26) 
- h ‚[h x 
Gnta = za (,) zum) 22-2(,) &, Age) 
a. “or+1 
h h h x 
Ay) + 2-03) + (, u) Al) + DA lan) 
h+1 h 4 
-erlttl)a.(). 


„=0 v 
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Die Voraussetzung (5) bzw. (2) können wir so schreiben: 


k—ı 
A,(z) = «2 d,log' x + Aılz), Arlz) = O(ar). 
=0 


Mit (29) und 2(—1y b; ) = 0 ergibt sich hieraus 


‚=0 


k—ı /ı1 


k 
a) =22-17( \zuz(; 108 (vlg 2% + 2-27 (,)4r(2), 
„‚=0 
und wegen 
fürisısk—i 


(vgl. [6], S. 37) erhalten wir 
C,(z) = O(2°). 
Daher gilt auch (9). 


Jetzt soll noch (8) nachgewiesen werden. Es sei 


(30) intel za] = 0). 


Aus (4) bzw. (1) folgt mit 0< 6, < Min (6 5) 
„= Zm— 3 m =41+0O(mi) = O(nt9) 


msn msn—1 


und hiermit für 2 > x, 


z:< = zul sz|.]?=0( zn”) -0(@ 9). 


nsız sr 


Daher ist 
(31) 1strs2—2d, <2. 


Es sei weiter 
0<9d<1, 
und wir setzen zur Abkürzung 
 [#log x 
(32) 2] 


Das natürliche M werde durch 
2<M < z< M+1 
erklärt. 


Aus (26) bekommen wir, wenn u zur Bezeichnung ungerader Zahlen reserviert 
bleibt, 
u+r 
Ga, LEN & (2#”""a,,, = FR „) + 2 Q,u4r, 
v=u-+l 
au+r u+r 


=— 2 2’”"(q,,, — 2a,,_,,) + 2 au4r, ie > Tre, * 2 aut‘ 


v=u+l v=u+l 
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Mit der elementaren Ungleichung („+ +4)’ <s(r +1’ (++) folgt 
hieraus 


M M u+r 
z|a,?’= = 2 ja, ?’=s = = (r+ 17 ® A zul 1ER u a FOR " 
n-0 ,_& u= 


s — 
n<sı .. ‚s=u+l 


Me 1 M+r 
Ssc+H®?2 2 2 IP +e+V2°7 2 8 jo, 


v=0 u=rv—r ar u u+r=0 z2ar 
us —— us 


gr "antr 


(33) <S(r+1’r zZ] Hr +7 Fl. 


n<se2r n<sa2r 
Ist nun 
(34) Z14P = 0(2P), 


nsz 


so ergibt sich aus (33) wegen (32) und (30) für jedes e > 0 


5} | au]? ur O(a+ v)B log? 2) + Ofal!+ Mr+9—29), 
nsz 
folglich 
t<sMax (A+9M)P, T— 92 — 7)). 


Nach (31) ist A< 2, so daß wegen 9 >(0 hierin nicht der zweite Term das Maximum 
sein kann. Mithin haben wir fürr0 <9<i 


rs(i1+9)P 


bewiesen, so daß mit (31) folgt, daß in (34) $ > 1 sein muß. Damit ist auch (8) als richtig 
erkannt. 


P. Erdös und W.H. J. Fuchs [2] haben vor einiger Zeit einen allgemeinen Satz 
über additive Probleme bewiesen. Dieser Satz, der von W. Jurkat kürzlich verschärft 
wurde, hat gegenüber dem in Satz 1 bewiesenen multiplikativen Analogon verschiedene 
Vorteile: die Fehlergliedaussage ist präziser, und der auf einem Potenzreihenansatz 
beruhende Beweis verläuft einfacher. Nach dem genannten Satz ist z. B. beim Kreis- 
problem m? + n? < x das Fehlerglied + o(x!log* x), nach Jurkat sogar + o(xt). 


Da bei unseren obigen Beweisen wesentlich verwendet wurde, daß die erzeugende 
Dirichletreihe in einer genügend großen Halbebene das Quadrat einer anderen Dirichlet- 
reihe ist, was eben beim Kreisproblem nicht zutrifft, liefern die hier bewiesenen Sätze 
keinen Beitrag zum Kreisproblem, also zu den Aufgaben der allgemeineren Gestalt 

S ambn- 
Andererseits bereitete es keine Schwierigkeiten, von Satz 1 zu Satz 2, d. h. zu beliebigem k 
überzugehen. Demgegenüber ist, wie mir P. Erdös mitteilte, das k(= 3)-dimensionale 
Analogon des Erdös-Fuchsschen Satzes noch unerledigt. 


W. Jurkat und P. Erdös haben mir die Frage vorgelegt, ob die Bedingung (1), die 
bei den additiven Problemen nicht auftritt, entbehrt werden kann. Man kann sie zwar 
durch eine wesentlich schwächere funktionentheoretische Bedingung (über die Ver- 
zweigungspunkte der zugehörigen Dirichletreihe) ersetzen, doch habe ich eine einfache 
zahlentheoretische Formulierung vorgezogen. Ob man ö = 0 zulassen oder die Voraus- 
setzung (1) etwa gänzlich fortlassen darf, habe ich nicht entscheiden können. 
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Einige Abschätzungen der Dichte von Summenmengen 


in lokalkompakten abelschen Gruppen. 


Von Bruno Müller in Mainz. 





1. Bisher wurden additiv-zahlentheoretische Untersuchungen im wesentlichen auf 
den Grundbereichen der nichtnegativen ganzen Zahlen, reellen Zahlen und der n-Tupel 
solcher Zahlen, hier mit &} und R} bezeichnet, durchgeführt. Hinsichtlich Abschätzungen 
der Dichte von Summenmengen durch die Dichten der Summandenmengen liegen 
lediglich für &* und R;* abschließende Resultate im sogenannten Mannschen Satz 
VEANB> IA + DB) > min (1, o(X, B)) vor, während für n > 1 nur wesentlich schwä- 
chere, insbesondere von n abhängige Abschätzungen bekannt sind [3]. In der vorliegenden 
Arbeit werden einige Hauptbegriffe der additiven Zahlentheorie auf beliebige Halb- 
gruppen in lokalkompakten abelschen Gruppen als Grundbereiche übertragen. Dabei 
erweist sich bei der Dichte eine gewisse Modifikation der bisher auf &} und R, gebräuch- 
lichen Definition als zweckmäßig. Dann werden Dichteabschätzungen bewiesen, die ins- 
besondere für &},n >14, formal besser als die bisher bekannten sind und nicht mehr 
von n abhängen. 


2. Es sei & eine beliebige (additiv geschriebene) lokalkompakte abelsche 
Gruppe, u das Haarsche Maß und ® eine beliebige Halbgruppe aus & mit DEN. Dann 
bestimmt N eine schwache Ordnung (pr&ordre, [1]) von & durch die übliche Definition 
a<sb>IrEeN:a+xr=b. Gleichzeitig gelten genau dann a<sb und b <a, wenn 
a,b in derselben Restklasse mod g = Rn —N liegen. 


Die Summenmenge A+ 3 sei wie üblich durch Y+B= fa +bjaeQA, bE€B} 


erklärt*). Die Dichte einer Menge A<N wird durch d(N) = inf en definiert, 
RER 
wo K eine geeignet gewählte Klasse meßbarer Mengen aus N bedeutet. Für &+ und R% 


pflegt man bislang die Klasse K, der Quader 8, = {y|0<y=x} mit u8,>0 zu 
benutzen. Das läßt sich unmittelbar für den allgemeinen Fall übernehmen, wenn man 
zusätzlich die Meßbarkeit der 8, und uß, < oo fordert; die so gebildete Dichte werde 
mit ö,(W) bezeichnet. 


Sie erweist sich aber schon auf &} und R} als ungeeignet. Erstens ist sie schwer 
zu handhaben, so daß bisher, wie schon gesagt, keine guten Abschätzungen bewiesen 
werden konnten. Weiter läßt sich für &,} zeigen, daß das Analogon zum Mannschen Satz 


*) Ebenso die Differenz VW — ® = {a — b}. Die mengentheoretische Differenz wird mit Y — 3 bezeichnet. 
Zur Einsparung von Klammern sei verabredet, daß die algebraischen Operationen +, — stärker binden sollen 
als die mengentheoretischen, z.B. A\+ BCE = (A+B)vE. 
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für diese Dichte und n > 1 nicht richtig ist [2]. Schließlich möchte man aus formalen 
Gründen die Auszeichnung eines maximalen Elementes x € 8, nur dann für gerecht- 
fertigt halten, wenn die Anordnung von @& eine totale ist, also bei + und R nur fürn =1. 

Hier wird deshalb vorgeschlagen, statt X, die Klasse X, aller derjenigen Mengen & 
zu benutzen, die folgenden Bedingungen genügen: 

(1) 8 meßbar; L<N;O <uR< m. 

(2) zeR,0 syse>yERr. 
Bedingung (2) besagt, daß A+BrLR nur von An und BK abhängt, und ist 
notwendig, um einen Dichtebegriff mit den üblichen Eigenschaften zu erhalten. Es gilt 
K,<K, und daher d,(W) < d,(W). (Die Klassen X,, K, sind für manche Halbgruppen 
leer. Dann läßt sich kein Dichtebegriff formulieren.) 

Es sei angemerkt, daß für die ö,-Dichte die erwähnten Gegenbeispiele gegen ein 
Analogon zum Mannschen Satz entfallen. 


3. Ferner sei erwähnt, daß für eine sogar kompakte Gruppe ® diejenigen Halb- 
gruppen N, auf denen sich ein Dichtebegriff formulieren läßt, und dieser Dichtebegriff 
selbst genau angegeben werden können. Denn sei & kompakt, u& = 1 und W eine Halb- 
gruppe <® mit VEN. Dann ist entweder 4u,R = (0 und daher X, = K, =; oder es 
ist 0 < u,N <A. Nach [4], Satz 1 gilt dann 

REF SAN LAN — ud, 
d.h. uH Z u,N, wo 9 eine offene kompakte Untergruppe von GmtN+H=N, also 
mit H<N ist. Gäbe es nun ein zEN, 9, so folgte + H<N+H = N und hieraus 
wegen 9 nz +9 =9 
NZug+ule+H) =2ud. 
Es ist also 9 = N. Die Halbgruppen < ®, auf denen sich ein Dichtebegriff formulieren 
läßt, sind also gerade die offenen kompakten Untergruppen von ©. 

Nun besteht jedes ®€ K, aus vollen Restklassen mod g; denn aus zE& folgt 
0<r+gsefür alle gEg, also z+gEfR nach (2) und somit 2 + g< X. In unserm 
Falle, N = $, hat man g = H und daher wegen VE $ insbesondere O+H-F-N =H 
d.h. & = 9 für alle RE K,. Es gilt also X, = K, = {R} und deshalb (N) = u,(M. — 
Dieser spezielle Dichtebegriff ist bereits ausführlich untersucht [2]. 

4. Es folgen nun Abschätzungen der ö,-Dichte von Summenmengen. 


Satz 1. Sei & eine beliebige lokalkompakte abelsche Gruppe und WR irgendeine offene 
Halbgruppe <® mit VEN und K, +9. Ferner seien A, B beliebige Mengen <R; doch 
so, daß ö,(W) > 0 ist und es zu B eine positive reelle Zahl ß mit folgenden Eigenschaften gibt: 


< inf BR —u(BNg) 
(a) ß ale u8 — ug 


(g ist meßbar, <R für alle RE K,und € K,) 





4 (B N 9) 
(b) Ps m 
Zeh) — 1 
s :)—1 
(wo h alle offenen kompakten echten Untergruppen von g durchläuft, i(h) den Index von h 
in g und Z,(h) die Anzahl derjenigen Restklassen mod h bedeutet, die mit Bng nicht- 
leeren Durchschnitt haben). 


(e) ß < inf 
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Dann gilt 

(I) ABS PM + PB 

(m) ,(U + 8) > min (4 N 

(II) 5,(A + 8) > min (1, 5,(M) + 4P). 

5. Anmerkung. Für 2 = 6} ist g = {0}. Dann entfällt (c), (b) geht in 0 € ® über, 
und der Ausdruck in (a) unterscheidet sich von ö,(®) nur dadurch, daß die 0 nicht „mit- 
gezählt‘ wird, was auch bisher bei Dichtedefinitionen oft vorgeschrieben war. 

Übrigens ergibt der Beweis mit leichten Zusatzüberlegungen, daß auch in d,(X + 8) 
und ö,(W) die ö,-Dichte durch eine analog gebildete d,-Dichte, bei der die Elemente €g 
nicht gezählt werden, ersetzt werden kann. Für 3 = &} ist diese d,-Dichte der mittels 


der Anzahlfunktion A,(8) = 2 1 gebildete Ausdruck 


aceuAn‘R 
a+0 


dA) = int Arl®) 
K 


N,(®) 


Re 
8 +10} 


und man hat 
Korollar 1. Für alle A, 8B< ©} mit d,(W) > 0 und DE gelten die Abschätzungen 
(V) d,(A + B) > d,(M) + d,(B) — d,(A) d,(B) 


ır) d,( + 8) > min (1,4055) 

(IIT’) d,(A + 3) > min (1, d,(A) + 3.d,(B)). 

6. Beweis von Satz 1. Zunächst ist 

(3) AHBdrnz+g>ANnz+N)+(Brg. 

Gibt es ferner ein ae Arx+ 9, so gilt mindestens eine der drei folgenden Aussagen: 

(4) Anz+)+(®ro=2r+39 

(5) ANNE HB) 2m AnE+g) + Bug 

“ (6) —uh>ul(Anz+gN+(Brg) 
> m (Arz+g)+H)+ Blug — ub) 
mit einer offenen kompakten echten Untergruppe h von 9. 
Denn nach [4], Satz 1 gilt 
(ANZ +HBrN) 2 Ant) +mlBng 
2 m(Anz+g) + Pug, 
also (5); oder es gibt eine offene kompakte Untergruppe h von & mit 

(7) Anz+9+(Brg=Arnz+g)+(Bdrgo+h 

8) Anz +BrgN)=ulAnz+gNV+H)+alBrg)+H)— ud. 
In diesem Falle zeigen wir zuerst 9<g: Mit einem bEBnNg ist 

a+b+5<-<Anz+9+Brg9+5=-Anz+gN)+(Brg)<artsg, 
also5b+h<g und weiterH =b +h —b<9—9 =2. 

Nun hat man entweder h = g, und wegen (7) folgt daraus (4). Oder es gilt H 5 9. 
Dann besteht (® ng) + h gerade aus den Z,(h) in B ng vertretenen Restklassen mod h, 
so daß u((® ng) + 5) = Zy(h) ul und wegen (8) 

„Anz +BrgN)=ulAnz+g)+H)+ Zulh) ah — ah 
2Zul(Anz+9)+H)+ Beh) —A)uh 
=ul(Anz+g)+H)+ Plug —uh), 

d.h. die zweite Ungleichung von (6) gilt. Die erste Ungleichung gilt wegen (7) immer 
dann, wenn (4) nicht gilt. 
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7. Beweis von (1). Da N und damit g offen vorausgesetzt sind, besteht jedes RK € X, 
aus endlich vielen vollen Restklassen mod g. Zu festem 8 wähle man nun aus denjenigen 
dieser Restklassen, die mit MA nichtleeren Durchschnitt haben, je einen Vertreter € \ 
und ordne diese Elemente irgendwie: a,,....a,; doch so, daß a, Sa; für kein i<% 
gilt, was immer möglich ist. Insbesondere ist dann a, der wegen ö,(A) > 0 stets vor- 
handene Vertreter von g. Dann bilde man die Mengen M; = {x|xE 8; z$M,, j<i; 2 2a;! 


und , =-M,—a,. Es gilt WM - BIKE UM - Ka +g<M; SEK, 
i=1 


Weiter hat man 

) ABM ZZ (Br(K— 9) 

> PluM; — ug) 
=, AM — a +9) A —P) + PluM; — ug), 

da An (M;—a;, +9) = P ist. Ferner folgt aus (3) und jeder der Formeln (4) bis (6) 

(10) u A+Bra+)2u. Ar +g)(l—P) + Pu. 
(9) und (10), für i=1,...,n zusammen summiert, ergeben 

AÄHBIK2ERAKM—P) + Pus, 

und hieraus folgt sofort (I). 


8. Beweis von (11). Eine Restklasse «+ g<& heiße maximal in $, wenn aus 
yZzz, yeR stets yExr-+ g folgt. Jedes 8 enthält nur endlich viele Restklassen, also 
wenigstens eine maximale. 

Man betrachte nun irgendein &, dessen maximale Restklassen alle wenigstens ein 
Element, das € X + ® ist, enthalten. Es sei c,,..., m $ WA + B ein Vertretersystem aller 
Restklassen < &, die Elemente X + ® enthalten, diesmal so geordnet, daß c; > c, 
für kein i<x% gilt. Weiter sei jetzt M; = {x |zE8; z$M, j<i; z<c,} und 


= M.. Dann gilt WM = 9,i+ kKÜM, =: tg Mi; hER,. 
Hilfssatz. Seien A, B Mengen aus einer beliebigen (nicht notwendig offenen) Halb- 
gruppe R< & und M eine meßbare Menge < x. Dann gilt 
AM HABE M<SuM. 
Beweis mit dem üblichen Schluß (vgl. z.B. [5], 9., Satz 3). 
Angewandt u M = M, — ce; +9; © = c; liefert der Hilfsatz 
AM +) + Br (U —9)) 
<zulM—- +) A+BM—- +9), 
denn A\+B(M — +9 = M—c, + g. Weiter gilt dann 
(11) AM — cc; + 9)) 
< u, (A +BEM +) BulM—c + 9)) 
ss A+HBM—-a+g)U—P). 
Andererseits folgt 
(12) ANGE) SsA+Bra+)M—P) 


trivialerweise, wenn Yc; +g = #ist; und aus (5) und (6) unter Beachtung von (3), 
wenn es ein a&€Anc;, + g gibt; während schließlich (4) wegen ,$W + ®3 nicht vor- 
kommen kann. 
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Durch Summation von (14) und (12) erhält man 


AÄA+BNR)> AÄNR), 


1 
1—B 


ABK) >> 1 


uf .—P 
für die betrachteten 8. Für die andern $ mit wenigstens einer maximalen Restklasse 


z2+9g9<U+ Bist entweder & = g und dann My (A m RR) 





6, (A) 





=1oder £— x +gEk, 


und 





us E u(R—2+9) 
so daß man (II) durch Induktion nach der Anzahl der Restklassen in ® beweisen kann. 
(III) ergibt sich aus (I) und (II) durch Mittelbildung und geringfügige Abschwächung. 
9. In der additiven Zahlentheorie pflegt man sich auch für die Basisordnung einer 
gegebenen Menge ® bezüglich einer andern Menge M zu interessieren; das ist die kleinste 
ganze Zahl h derart, daß RB = B+ ++ B die Menge M umfaßt. Der folgende Satz 
stellt eine Abschätzung einer solchen Basisordnung dar. 


ALBIN m ALBR— EHI) 


’ 


Satz 2. Gelten die Voraussetzungen von Satz 1, so ist 


\ 
9/2 y_ ur. 


\B/ Taen, 


Beweis. (I) liefert ö,(n®) =. A 


In 2 


In (1 — ß) 


falls n > — ist; also insbesondere für 


n = P): Der Hilfssatz ergibt dann mit geläufigen Schlüssen 


2n8>{z|{ylosysa}ek,), 
und diese Menge ist gleich U &. 


RNEK, 
10. Durch ein Beispiel soll noch die Notwendigkeit der Bedingung (c) in Satz 1 
gezeigt werden. 
Es sei N, eine Halbgruppe aus einer diskreten Gruppe ©, mit Rn — NW, = {0}; 
9, eine beliebige kompakte Gruppe und 9, die additive Gruppe der ganzen Zahlen 
mod p, p prim. Weiter sei 
NEN, 9g, 9g,, 
AN, 9g,®{0,...,k mod p}, 
B-N,9g,9{0,...,! mod p} 
mit k+1+1<p. Dann ist 
AHB-=N, 9g,®{0,..,k+1 mod p}, 


d,(A) = nn, 5,(A + B) = ad 
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Die Gültigkeit von (I) mit irgendeinem ß ergibt die Ungleichung 


k+i+i_kri 
p | 





woraus die Forderung 


und speziell für k = 0 


. 


p—i 
folgt. Entsprechend ergibt (II) 





also 


und diesmal für k=p—Ii—2 
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Rational points on curves of genus greater than 1. 


By W. J. Le Veque *) in Ann Arbor, Michigan. 





1. Introduetion. Let X be an algebraic number field, and let f(x, y) be a polynomial 
with coefficients in K. We shall be concerned with the points (z, y) on the curve C: 
f(x, y) = 0 whose coordinates x and % belong to K, more briefly, with the K-rational 
points on C. The idea of using the powerful methods of algebraic geometry and the 
theory of algebraic functions to attack such arithmetic questions goes back at least as 
far as 1890, when Hilbert and Hurwitz [1] initiated the investigation of curves of genus 
g = 0. The two principal theorems of the subject are those due to Mordell [7] and Weil 
[10] on the one hand (this is stated below; it concerns the structure of the set of K-rational 
points on curves of positive genus), and to Siegel [9] on the other. Siegel’s theorem gives 
necessary and sufficient conditions that the equation f(x, y) = 0 have infinitely many 
integral solutions in some algebraic number field; it implies in particular that no equation 
of positive genus has infinitely many such solutions. For reasons to be explained below 
Mordell conjectured that no curve with g>1 has infinitely many K,-rational points 
for any algebraie number field ÄX,, but this remains unproved. 


In 1933 Mahler [4] extended Siegel’s theorem, in the cseg=A4andK=( (Qis 
the field of rational numbers), in the following way: 

Suppose that the irreducible polynomial f(x, y) has rational coefficients, and that the 
curve C: f(x, y) = 0 is of genus 1. If C contains an infinite sequence M of distinct points 
with coordinates in Q, and if 3(x, y) is a rational function with coeffieients in Q, which is 
not constant on C, then the greatest prime number dividing the denominator of the rational 
number 3(x, y) increases without limit as (x, y) runs through M. 

Taking ;(x, y) = x, we see in particular that it is impossible that the first coordinates 
of the points of M should have denominators composed solely of primes from a fixed 
finite set. 

It is the object of the present paper to extend Mahler’s theorem to curves of genus 
g >41, for arbitrary K. The following theorem will be proved: 

Theorem. Let C: f(x, y) = 0 be an algebraic curve of genus g > A, with coefficients 
in an algebraic number field K. Suppose there is an infinite sequence M of K-rational points 
on €, and let 3(x, y) be a rational function, with coefficients in K, which is not constant on C. 
For (x, y) EM, 3(x, y) is a number of K, and hence can be represented in the form 


_ AG y) 
B (z(z, y)) 
where A and B are integers of K such that the ideal (A, B) is one of finitely many ideals 


of K. Then max, |», Np increases without limit as (x, y) runs through M. (Here p ranges 
over the prime ideals of K which divide (B).) 


3(z, y) 


*) Sloan Fellow. 
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It is possible, of course, that this theorem is vacuously true, since if Mordell’s 
conjecture is correct there is no such sequence M as is described in the theorem. 

The proof depends heavily on techniques and results of Siegel and Mahler, and 
the following section is devoted to the required background material, mostly from the 
theory of algebraic functions. Use will also be made of an extension of Roth’s theorem 
on the approximation of algebraic numbers, which may be stated as follows: 

Let K be an algebraic number field of degree n over Q, the rational field. Suppose that K 
has r, real conjugate fields K,,..., K, and 2r, nonreal conjugate fields K, }1,---, K, +2. =K,; 
the pairs K,,ı K,+,,, being complex conjugate. Let g=1ifor1<sısr, ang =2 
for n <isr,+r,; and fo «€K let |a|;=|a®”|, where x) is the conjugate of « 
in K,. Put | x |? = min (| a, |, 1). 

If ® is a prime ideal of K, dividing the rational prime p, let g(®) = [Ky,:Q,], where 
K, and Q, are the completions of K and Q by the valuations |...|y and |...|, respectively. 
Put |x|% = min (| |g , 1). 

Let r,r',r'' be nonnegative integers, and let 


Pı, nn P,; Br Bw P,4r; Brrzı, vn... P,ır4r 
be distinct prime ideals of K. Let F ,,(8),..„Fu,+,,(%), Fı(%),...,F,(x) be arbitrary equal 
or distinct nonconstant polynomials with coefficients in K which do not vanish for x= (0 and 
have no multiple factors. 
Suppose there is an infinite sequence of distinct elements x #0 of K satisfying 


n+r r r+r'+r”| 1 #9 ($;) 


<C:-H(a)" 


r+r' 
IE|Faa) |" EI Fa I - I a - M 
En vun j=r+1 


jertr+ıl lg, 
where H(x) is the maximum of the absolute values of the coefficients of the irreducible primitive 
equation for x with rational integral coefficients, and C is constant. Then r <2. 

This theorem is stated without proof in Mahler’s fortheoming monograph [6] on 
Diophantine approximation. It represents a straightforward amalgamation of the rational 
p-adic Roth theorem first proved by Ridout [8] and exposed in detail in Mahler’s mono- 
graph, with the algebraic Roth theorem to be found in the author’s book [3]. 


S. Lang [2] announced in 1960 that he had proved following theorem: 


Let K be a finite (algebraic or transcendental or mixed) extension of Q containing a 
subring R which is a finite ring extension of the rational integers. If f(x, y) has coeffieients 
in K and genus = 1, then there are only finitely many points on the curve f(x, y) = 0 with 
coordinates in R. 

The main result of the present paper, which I had proved in 1958, is the special 
case of Lang’s theorem in which K is algebraie over Q. Since Lang’s proof has not yet 
appeared, and is presumably rather different from mine, there is perhaps still some 
point in publishing the present proof. Lang’s result can probably be obtained from mine 
by the method used by Mahler [5]. 

Note added in proof: Prof. Lang has pointed out to me that Mahler’s technique in [5] is inadequate here; 
one needs instead such a result as Theorem 6 of A. Neron, Bull. Soc. Math. France 80 (1952), 101—166. 

2. Preliminaries. The equation f(x, y) = 0 defines y as an algebraic function of x; 
the function y is single valued on an appropriate n-sheeted Riemann surface R covering 
the Riemann sphere of complex numbers. Points of R are called places of C. R is homeo- 
morphic to a sphere with g handles, and the number g, the genus of R, is unique. Starting 
from any point of R which is not a branch point, g pairs of closed cuts W,, Bi, - - - Ay ®r 
can be made on R such that the resulting cut surface is simply connected. The functions 
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which are single valued on R are exactly the rational functions of x and y; in their totality 
they comprise the algebraic function field $ defined by f(x, y) = 0. Algebraically, 8 is 
the finite algebraic extension C(z, y) of the purely transcendental extension C(x) of 
the complex numbers €. If u is any nonconstant element of $, there is a v € $ such that 
8 = E(u, v); since u and v are rational functions of x and y, and conversely, the trans- 
formation u = u(z, y), v = v(x, y) is a birational transformation on (€. Since the genus 
is invariant under birational transformations, in the sense that the genus of the equation 
h(u, v) = 0 connecting u and v is also g, we can speak of the genus of $. The reason that 
it is the genus of f(x, y) = 0, and not its degree, which figures in the theorems mentioned 
earlier about Diophantine equations, is that a birational transformation with coefficients 
in K establishes a 1 — 1 correspondence between the K-rational places of f(x, y) = 0 
and those of h(u, v) = 0, and the degree is not invariant under such transformations. 

A divisor a on € is a formal product pf'p5® - - - pr of places, that is, it is an element 
of the free abelian group (written multiplicatively) generated by the places. The number 
%+ "+ a, is called the order of a. If all the x, are positive, a is said to be integral. 
fueß has p,,...,P, as zeros and q,,..., Qr as poles, then 

pı ... pP, 
DR at ne 

is called the divisor of u. Two divisors a and b are said to be equivalent, and we write 
ab, if a/b is the divisor of a function of &. This equivalence partitions the set of divisors 
into the divisor classes. If a and b are equivalent, they are of the same order, but not 
conversely for g >. 

A divisor p, :::p, is said to be K-rational if the rational symmetrie functions of 
the (x, y)-coordinates of p,,...,P,, with rational coefficents, are numbers in K. 

Let p, be a fixed place of €. There are g abelian integrals of the first kind on R, i. e., 
integrals 


v p 
f u.dz,..., f ud 
177 177 


of elements u,,... ., 2, of & which are finite-valued analytie functions of p for all points p 
on R without exception. Their values are not independent of the path between p, and p; 
rather, if we put 
= [ude, Bu = [u,de, .jel,...ß 
d 


d; 
v 

then changing the path changes f u,dx by a number of the form 
Po 


(1) 2, = Z (aa, + bißi), 
i=1 


where the a, and b, are rational integers. Forming the g x 2g matrix M whose entries 
are the &,, and ß,;,, we indicate this indeterminacy by writing 


p 
U,= [ u,dx (mod M), j=h,...,8. 
177 


The numbers x;; and ß;,, fori =1,...,g, are called the periods of the integral U,, and M 
is called the periods matrix. 

We shall call an integral divisor of order g a point-group. Let a=p,'''p, bea 
point-group on R. The sums 


v, v, 
fusde ++ fu,de, j=l...8 
Ps 7 
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which we abbreviate to 


Du 73 
w; = w;(a) = f u,dz, i=l..48 
»s 
are determined (mod M), and we call w,,... ., w, the abelian coordinates of a. The classical 
addition theorem asserts that if p,, a and b are K-rational, where a and b are point- 
groups, then there is a K-rational point-group c such that 


(2) w;(a) + w;(b) = w;(c) (mod M), j=1,...8 


and the divisor class of c is unique, for all a and b, since by Abel’s theorem w(c) = w(c‘) 
if and only if ec’. According to the Riemann-Roch theorem, there is in general at 
most one point-group in a divisor class. If case (2) holds we write a + b = c; under this 
operation the set A% of K-rational point-groups becomes an abelian group, if we identify 
equivalent point-groups. The Mordell-Weil theorem mentioned earlier asserts that A%, 
which may well be an infinite group, is finitely generated, for every g > 0 and every K. 
In other words, there is a finite set of abelian coordinate vectors »; = (Wy, - . -, Wi); 
k=A,...,s, such that the abelian coordinates » = (w,,...,%,) of each element of 
A, can be written in the form 


(3) w=aw, +':''+ a,w, (mod M), 


where a,,..., a, are rational integers. Mordell’s conjecture is thai for g > 1, only finitely 
many of the a€ A%, are of the form a=pp---p. 

The Riemann inversion theorem asserts that the map a> w(a) (mod M), which 
carries the g-fold product R x ++ x R into a torus 7” of (complex) dimension g, is 
onto, and is in general 1 — 1. That is, every point of 7” has as coordinates the abelian 
coordinates of a point-group, and the latter is unique except on a set in 7” of dimension 
less than g. 

Let (w,,...,u,) and e = (c,,...,c,) be particular abelian coordinates for the point- 
groups a and c respectively. Then the general expression for all coordinate vectors for 
a—cis 

(4) (w— + 2n..3, 94%), 


where the 2, are defined in (1). If n >1 is a rational integer, then there are exactly 
n?® vectors 


(5) 


which are incongruent (mod M), because in (1) the 2g integers a; and b;, which are deter- 
mined by the path and are the same for all , can range independently over 0, 1,...„n —1. 
Thus in general each point-group a = p? gives rise to n” point-group b=#®,:'-®, 
such that »(a) = nw(b) + w»(c) (mod M). The set of all rational symmetric functions 
of the (x, y)-coordinates of the g places ®; occurring in b is again an algebraic function 
field, called an n-division field 8, = K.(e) of 8. It is an abelian unramified algebraic 
extension of $, and it is of degree n” if (n, g) = 1, as we henceforth assume. We designate 
the Riemann surface of 8,„, which is an n”-sheeted covering surface of R, by R,. The 
point-groups d such that nd = 0 (mod M), which are called the n-division point-groups, 
consist of places with algebraic coordinates, if p, is algebraic. 


The classical theory of n-division fields was extended by Siegel in [9]. He proved 
the following assertions: 








yo 


(Ma ti w—6+%% 
n n 
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1) If n is sufficiently large, and p, is suitably chosen, then for all but finitely many 
pen there is, for each set of periods 2,,...,%2,, a uniquely determined point-group 
Bı°°- P, with abelian coordinates (5), where »(p’) = (w,,.. ., %,). 


2) If p(p) ER is of order o, then the function 
D(p) = PlBı) Pl Bo) 


#2 at most. (p(p) itself, as an element of ®,, is of 


is an element of ®, of order og’n 
order n” of course.) 

3) Let the (z, y)-coordinates of ®; be &,, n:, fori=1,...,g. Then for suitably 
chosen t,, tg, &ı,...,Ya in K, the functions 

5 Gt hm + Yı 
a wär 

generate 8, and the degree of the equation connecting ®, and ®, is at most hg’n”?, 
where Ah is the order of f(x, y) = 0. This equation has coefficients in K. 

In the proof which follows it is necessary to use a finiteness theorem such as the 
Mordell-Weil theorem, but it is possible to use a much less deep result than the latter 
theorem. This weak Weil finiteness theorem is the following: 


Suppose that K„ is an algebraice number field containing the n-division point-groups d 
and the n-th roots of unity. Then the subgroup of point-groups of the form nb, b € A%,, is 
of finite index in the group A%. That is, there is a finite set of point-groups C,,..., Cs of A% 
such that for every a € A%, there is ab € A%, and an index i such that 


(6) w(a) = nw(b) + w(c,) (mod M). 


Weil proved and used this result as an intermediate step in his proof in [10]. 

3. Proof of the main theorem. Suppose that p,, the fixed place occurring in the 
abelian coordinatization of R, is K-rational and is so chosen that Siegel’s result 1) above 
is valid forrn = n, > 1, with (n,, g) = 1. It is clear that if our main theorem is true for 
an algebraic number field K*, it is also true for every subfield of KX*. There is therefore 
no loss in generality in now supposing that K is extended, if necessary, to include the 
n..th roots of unity and the rational symmetric functions, with rational coefficients, of 
the places occurring in the n,-division point-groups. We call the new field Ä again. 

The weak Weil finiteness theorem is now valid for n=n,, Kun = K. For a€ A% 
we can find a, € A%, such that 


w(a) =n,w(a,) + c, (mod M), 
where e,, is one of finitely many complex g-tuples. Similarly, we can find a, € A% such that 
(a) =n,W(4;) + c;, (mod M), 
Hence 
w(a) =ngw(a,) + (n.e, + ©) = ngw(a,) + e' (mod M), 


where e’ is one of finitely many g-tuples. Iterating, we see that if q is a positive integer 
and n = nf, then there is a finite set of g-tupies e=c(g) such that for every a € A% 
there is a b for which 


(7) w(a) =nw(b) +c (mod M), bEA%. 


Hereafter n will be restrieted to be of the form n$, so that (7) is valid for fixed K and 
arbitrarily large n. 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 1/2 





50 LeVeque, Rational Points on Curves of Genus greater than 1. 


Let N be any sequence of K-rational points on C: f(z, y) = 0, and let £(x, y) be 
a rational function with coefficients in X. The numbers {(p) are in X, for pe, and 
we say that £ is totally bounded on W in case the maximum of the absolute values of the 
conjugates of £(p) is bounded on N. The various conjugates ((p))'” arise by evaluating 
the function £”(x, y), obtained by replacing the coefficients in £(x, y) by their respective 
conjugates, at the conjugate points p‘”. The latter are not ordinarily points on C, but 
rather on the conjugate curves C'*: f(x, y) =. 


Suppose that [XK:Q] = I. No two of the ! + 1 functions 


ES 
WERR 


have any poles in common on C, so there are ! of the functions Z, with the follewing pro- 
perty: there is an infinite subsequence N’ of N whose elements lie outside of suitably 
small neighborhoods of all the poles of all these ! functions. Now consider a conjugate field 
K'. No two ofthe conjugates Z( of the ! functions £, have any poles in common on C", 
so there are 1—1 of the functions Z, with the following property: there is an infinite 
subsequence WR’ of N’ such that for pe®’, p lies outside of suitably small neigh- 
borhoods of all the poles on C“) of allthe 1— 1 functions Z{. Continuing in this fashion, 
we come finally to a particular function Z, with the property that there is an infinite 
subsequence N, of N consisting of points whose conjugates are bounded away from the 
poles of the corresponding conjugates of Z,. Hence /; is totally bounded on R,. 


Now let M and 3 be as described in the theorem, and suppose that, contrary to 
th etheorem, there is a finite set of prime ideals p,,..., p, of K, such that every prime 
ideal dividing B(z(p)), for p € M, is one of these. (For simplicity here and hereafter, we 
identify an integer of K with the principal ideal generated by that integer, when con- 
venient.) Form M, by deleting from M the finitely many exceptional points mentioned 
in 1), for n = n,. Let qg be a positive integer, and put n = n{. By the relation (7), every 
element of M, corresponds to one of the finitely many g-tuples c, so there is an infinite 
subsequence M, of M, corresponding to a fixed g-tuple c,. We form the n-division field 
Rn = Ru(c,), with generators ®, and ©, as in 3). For every p € M,, at least one of the 
corresponding point-groups b =#,:::®, in (7) is X-rational. Choose one such point- 
group for each p € M,; to each of them corresponds a single point on R,, and we designate 
by M, this sequence of points on R,. For p€M, the quantities ®,(p) and ®,(p) are 
numbers of K, and of course 5 has the same value at a point of M, as at its projection 
in M,. Using the process described in the preceding paragraph, we can find a rational 
integer A such that the function 


E 164... 


up) = 
; 3(p) + A 
is totally bounded on M,. Moreover, we have a representation 


4 (4,(p)) 
B(41(p)) 
in which A (3,(p))| B(z(p)), so that every prime ideal dividing M (3,(p)) is one of 
Bussi ir 
Siegel ([9], p. 51) proved the following statement: 


Let 8, be an algebraic function field generated by u and v; let the equation connecting u 
and v be of order h, and have coefficients in an algebraic number field K,. Let y be a function 


jı(p) = 
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of 8, with coefficients in K,, and suppose that y is of order w,. Suppose further that y 
is totally bounded on an infinite sequence WR of K,-rational points p = (= #), where 


x, y and z are relatively prime integers of K,. Then if e > 0, there is a constant c such that 


A (y(p)) 


A(yp)) 
for alpeN. Here B(y(p)) 


integers in K,, and the norm on the right indicates the product over the fields conjugate to K,/®. 

We apply thiswithXK,=K,8, = ,u=®,,v=6,, y=3,;,R = M,. Accord- 
ing to 2), hu, < hg’n”*, and w, = rn”, where r is the order of 3 as an element of the 
original function field 8. Hence (8) becomes 


(8) N Yin) )|<entel+1s14 12 *"" 


is a representation for y(p) as a quotient of relatively prime 


t 
9 Na IEN nl <eNtizl+lyit let 


where k = Ze is a constant independent of n. Decreasing k slightly, we can omit the & 


in the exponent. Here | - - - |, is the p,-adie absolute value. 


Pr 

By an elementary argument of Siegel ([9], p. 52), the right side of inequality (9) 
tends to zero as p runs through M,. Hence one or more of the factors on the left must 
also approach zero, and for simplicity we suppose they all do. (Otherwise, certain absolute 


values can be dropped from further consideration.) 
Now (as in [4], $ 7) form a function Z(u, v) of the form 


1 


= a, rational integers 
au+av+ta;’ f 8 





with the following properties: 
a) Z(u, v) assumes distincet values at the different zeros of 3, on R,; 
b) Z is totally bounded on M,, not only as regards | - | but also | ---|,, for 
sal,..ub. 


Suppose that on R,, 
En A Z3u,=N=rm”", p, +p,, u<r. 
ar 


(The final inequality follows from the fact that 3, was of order r on R, and therefore 
assumed no value more than r-fold. This property persists on R,, since R,/R is unrami- 
fied.) Let Z(p,) =Z,, and let p.,--.,P;»n be the places such that Z(p,,) =Z,, for 
i=41,...,s. (Here p,, =p;.) Put 

F(Z)=AII(Z — 2)”; 

i=1 

for suitable integer A € K the coefficients of F(Z) are integers in K. F(Z) is of degree N 
and has no zero of multiplieity greater than r. If on R, 


u 


Mn DZ 





() se [ Tue ax (Pıa Vas Pin)“ ss (Ps2 46% Pan)” 


1 (8° *8,)” 
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so that the poles of J are included among those of Z. It follows from b) that M, is 
1 
bounded away from the poles of x in each of the relevant metrics; in other words, 


1 
2 is totally bounded on M,, relative to | | and all the | - - - |, . Hence by (9), 


1 


t 
N|F(Z)| IN|F@|„<eNtel + 191 +12)". 


At the places of M, put 


Z(u, v) = yY’ 


where X and Y are integers of K with |N(X, Y)| bounded. Since 
OB 

4% + 4aY-+ a32°’ 

we see that N(|X| + | Y|) <eN(|z| +|y| + |z|), so that 


(10) N r(z) IIN r(7) „en xl + Ir“. 


Z(u, v) = 


r=1 


Y Y 


Essentially the same argument as was used by Mahler [4, pp. 174—5] can now be applied 
to deduce from (10) that there is a factor F, of F, with integral coefficients in K and 
distinct zeros, such that 


X . X —kn2/(t+1)rl 
na(z) an|r(z) <euxı+ir) 
Pr 


4 


r=1 

X ö a no 
for all 5 Am Z(p), peM,. Since k,t,r and ! are independent of n, it is possible to 
choose n so as to make the exponent on the right hand side of the last inequality arbi- 
trarily large, numerically. But this confliets with the p-adie version of Roth’s theorem 
mentioned earlier, so that the supposition is untenable that the theorem to be proved 
is false. 
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B,-Folgen und verwandte Zahlenfolgen. 


Von Fritz Krückeberg in Bonn). 


1. In dieser Arbeit werden einige Aussagen über solche Mengen ® natürlicher Zahlen 
gemacht, deren Zerfällungsfunktion p(n; h,®) für festes A>2 und alle natürlichen 
Zahlen n beschränkt ist. Dabei bedeute p(n; h,®) die Anzahl der Zerfällungen von n 
inh Summanden aus ® ohne Berücksichtigung der Anordnung. Mit B(m) werde die 
Anzahl aller b€E 8 mit 0 <b < m bezeichnet. 

In einer Arbeit von Sidon [6] über Fourierreihen trat die Forderung 

(1) p(n; 2,8) si 


auf. Mengen ® natürlicher Zahlen, welche (1) erfüllen, werden B,-Folgen genannt. Sei m 
eine natürliche Zahl. Durchläuft ® alle B,-Folgen, so werde 


(2) ®,(m) = Max B(m) 


gesetzt. Unter Verwendung eines Satzes von Singer [7] zeigten Chowla [1], Erdös und 
Turän [3], [4], daß 

(3) im 9) _; 

mo© m 

gilt. 

In Verallgemeinerung der B,-Folgen werde definiert: 

Definition. Eine Menge ® natürlicher Zahlen soll B)-Folge genannt werden, wenn 
bei festem h > 2 und festem r > 1 die Ungleichung 


p(n;h,®) sr 

für alle natürlichen Zahlen n erfüllt ist. (Im Falle r = 1 werde statt „B}-Folge‘‘ kurz 
„Bu-Folge“ geschrieben.) 

2. Es sollen nun Abschätzungen für die entsprechend (2) bei B}-Folgen einführbare 
Funktion ®,,(m) angegeben werden. 

Satz 1. Sei h eine feste natürliche Zahl, h 2. Sei 

®,(m) = Max B(m), 

wobei ® alle B,-Folgen durchläuft. Dann gilt 


h h h 
(SA) ar Slim Fl) < im Alm) <yRyh\. 
h 
Stöhr [8] vermutete, daß im Nenner Ym auftritt. 


Diese Vermutung über den Verlauf von ®,(m) wird durch Satz 1 bestätigt. 
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Satz 2. Seien h und r feste natürliche Zahlen undh 22, r 21. Sei 
®,,(m) = Max B(m), 
wobei ® alle B)-Folgen durchläuft. Dann gilt 


(S 2) ; <lim Darm) — im Purlm) <yayi. 
rm 2eSN Vrm 
Konstruktion (I) spezieller B,-Folgen. Es sei p eine feste Primzahl, k eine feste 
natürliche Zahl undp >h22; es durchlaufe i die Zahlen 
i=0,1,23,..,.p—1. 
Für diese Werte von i bilde man nach folgender Vorschrift eine Folge natürlicher Zahlen b;: 


(4) ° bi = (hp)*-1i— (hp)r-2i? — ---— (hp) — +4. 


Dabei bedeute i” den kleinsten nichtnegativen Rest von i” mod p. Nach Konstruktion 
wächst diese Folge {b,} mit i streng monoton und enthält nur positive Elemente; diese 
liegen alle unterhalb Ah*-!. p*, deren Anzahl beträgt p. 

Es soll nun gezeigt werden, daß die so konstruierte Folge {b;} eine B,-Folge ist. 

Sei bi» bi» ...,d;, ein beliebiges aber festes h-Tupel aus Elementen von {b;}, für 
das die Bedingung bi, 5 b;, s::.-<sb,, erfüllt ist. Es muß dann gezeigt werden, daß 
die Gleichung 

(5) + +b,=b + +b, (b, <<, 
in Zahlen b, aus {b,} nur trivial lösbar ist, d.h. die Summanden auf der linken Seite 
von (5) mit den entsprechenden Summanden auf der rechten Seite von (5) einzeln der 
Größe nach übereinstimmen. Laut Konstruktion zieht (5) das folgende Kongruenzen- 
system nach sich: 

htht'tn=sutikt tu 
(6) mod p. 
AhtRt ie +tasutst ee Hü 

Nach Sätzen über elementarsymmetrische Funktionen hat dieses Kongruenzensystem 
nur die triviale Lösung, welche darin besteht, daß die Zahlen j,, . . -, j» bis auf die Reihen- 
folge mit den Zahlen i,,...,i,„ mod p übereinstimmen. Wegen (4) stimmen damit auch 
die Zahlen b; » ni b,, mit den Zahlen bi» RE b,, überein, d.h. (5) ist nur trivial lösbar. 
Die Folge {b,} ist also B,-Folge. 

Konstruktion (II) spezieller B}-Folgen. Es sei p eine feste Primzahl, h und r seien 
feste natürliche Zahlen mit >22, r >21. Der Zahl r sei in folgender Weise eine natür- 
liche Zahl t zugeordnet: 


1 1 —h 
m R (=. n=i] für RT 22 
1 


Es durchlaufe i die t-p Zahlen 


0 ‚i 
0+ hp, 1 + 
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Für diese Werte von i bilde man nach folgender Vorschrift eine Folge {b,}: 
(8) bi = (hp — (App ri? — — (hp) AA — +1. 
Nach Konstruktion wächst diese Folge stark monoton und enthält nur positive Ele- 
mente; diese liegen alle unterhalb t(hp)*, deren Anzahl beträgt ip. 
Es soll nun gezeigt werden, daß die so konstruierte Folge {b;} eine B}-Folge ist. 
Sei bi; ...,b;, ein beliebiges aber festes h-Tupel, das die Bedingung bi S:.:Sb, 
erfüllt; es muß dann gezeigt werden, daß es höchstens r verschiedene k-Tupel b;» bj, 
mitb, == b,, in Zahlen b, aus {b,} gibt, für die 
(9) + +b,=b ++, 
ist. Daher soll hergeleitet werden, daß für die Anzahl s der verschiedenen k-Tupel 
nr b,,» welche (9) erfüllen, 
(10) s<sr 
gilt. Die in (9) als Index auftretenden Zahlen :, seien in der Form 
bn=i+ er: hp, 
und die Zahlen 7, seien in der Form 
n=ietechp 
geschrieben. Wegen (8) gilt 
(11) 0se st—1; se, st—1. 
Wenn (9) erfüllt ist, gilt 


a - h 

te +u+thpze, 
v=1 

PFRER 


ar. +, 
Umgekehrt folgt (9) aus (12), jedoch nur bis auf die Reihenfolge der b; » . „,d;,. Betrachtet 


man das Gleichungssystem (12) mod p, so wird man auf ein Kongruenzensystem der 
Form (6) geführt, das nur die triviale Lösung besitzt, welche darin besteht, daß die 
Zahlen j Br i bis auf die Reihenfolge mit den Zahlen 5 E EN i, übereinstimmen. 
Man findet daher alle verschiedenen Lösungen von (12) (und damit von (9)), indem man 
alle A-Tupel e{,...,e, bestimmt, für die 


(13) v (ıse,=''' Se) 


gilt, und zu jedem solchen k-Tupel die höchstens h! Anordnungen von 2 a in bildet. 
Sei s* die Anzahl der Lösungen von (13); dann gilt also 
(14) s<shl-s*. 
Nach (11) ist 
s* < Max p(w;h, {0,..,.2—1). 


w= 0,1,...,(6—1)A 
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Wegen 


p(n; h, 94... <("}.,) <(r tm 


(k— 1)! 
gilt 
(w+ h)k-1 (ht)»-1 


al BER AN RT 


w=0,1,...,(—1)h 
und daher nach (14) 
(15) ;ssrP-, 


Der Nachweis von (10) wird nun für die beiden Fälle t > 2 und ti =1 getrennt dyrch- 
geführt. 


1 —h 

1.122. Es gilt i= EZ vi] wegen (7). Setzt man diesen Wert von t in (15) 
ein, so findet man: s <r. 

2.t=1. Hier vereinfacht sich (8), so daß der zuvor behandelte Fall der Kon- 
struktion (I) vorliegt; nach Konstruktion (I) erhält man s < 1. Da nach Voraussetzung 
rZzi ist, glts<Sr. 

Damit ist gezeigt, daß Konstruktion (II) zu B};-Folgen führt. 

Beweis der Sätze 1 und 2. Unter Verwendung der Konstruktionen (I) und (II) lassen 
sich jetzt die Sätze 1 und 2 einfach beweisen. 


Beweis von Satz 1. Es seien die Voraussetzungen von Konstruktion (I) für A und p 
erfüllt. Dann gilt p < ®,(m) nach Konstruktion (I) für m = h*-!p* und wegen 


Da der Quotient aufeinanderfolgender Primzahlen gegen 1 strebt und man bei Konstruk- 
tion (I) nacheinander alle genügend großen Prinzahlen p zugrundelegen kann, gilt der 
linke Teil der Ungleichungen (S 1). Sei nun m eine beliebige natürliche Zahl. Jede der 
Zahlen 1,..., hm darf höchstens einmal in der Form 


bt +, bs 
dargestellt werden. Daher muß gelten 


(4) <im 


Hieraus folgt 
EM 
lim Dim) <yYhyh!. 


Damit ist auch der rechte Teil der Ungleichungen (S 1) bewiesen. 
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Beweis von Satz 2. Nach Konstruktion (IT) gilt ip < ®,,(m) für m = t(hp)* und 
wegen 
N 4 
= — h-1 h 
tp nA (mit*-!) 


und damit 


(16) 


Nach der Definition von t in Konstruktion (II) gilt stets 
1 —h 


(17) t+12rta1, 
Aus (17) folgt 


so daß man durch Multiplikation von (146) mit r * 


B.: = nn 
Vrm 


(18) 


erhält. Da der Quotient aufeinanderfolgender Primzahlen gegen 1 strebt und man bei 
Konstruktion (II) nacheinander alle genügend großen Primzahlen p zugrunde legen kann, 
gilt der linke Teil der Ungleichungen (S 2). 

Sei nun m eine beliebige natürliche Zahl. Jede der Zahlen 1,2,...,hm darf 
höchstens r-mal in der Form 


++, bs 1) 
dargestellt werden. Daher muß gelten 
mar <rhm 
h s r 
Hieraus folgt 


— Gulm) _ yr1/ 

lım u zarg s Yhyhl, 
womit auch der rechte Teil der Ungleichungen (S 2) bewiesen ist, so daß damit der Beweis 
von Satz 2 beendet ist. 


3. Zur Untersuchung von ®,(m) beziehungsweise ®,,(m) genügt es, endliche 
B,-Folgen (beziehungsweise B};-Folgen) heranzuziehen; es handelt sich um ein „Abschnitts- 
problem“. Daneben interessiert das ‚universelle‘ Problem der Abschätzung von B(m) 
für m— oo bei fester unendlicher Zahlenfolge 8. 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 1/2 8 
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Hier zeigte Erdös [5], daß es B,-Folgen gibt, für deren Anzahlfunktion B(m) 
(19) 


gilt, und daß andererseits für jede B,-Folge 


(20) lim a ch 
mon Vm 

ist. Es soll nun ein Konstruktionsprinzip angegeben werden (Satz 3), das den Aufbau 
einer unendlichen B,-Folge aus endlichen B,-Folgen leistet. Anwendung der Konstruk- 
tionsvorschrift auf spezielle B,-Folgen, die man nach einem Satz von Singer [7] bilden 
kann, führt zu einer etwas schärferen Abschätzung als (19). 

Satz 3. Sei m,, Ma, ... eine stark monoton wachsende unendliche Folge natürlicher 
Zahlen und 

Ban,» Dan, a 
eine Folge von B,-Folgen, so daß 
0<b<sm; für alle bEB,, 

gilt. Ferner sei 


m; 
2 


Vm; 
wobei C eine von m, unabhängige Konstante ist und B,, die Anzahl der Elemente von ®,,, 
bedeutet. Dann läßt sich mit Hilfe der Folgen 

m. ’ BD, + 
eine unendliche B,-Folge B konstruieren, für deren Anzahlfunktion B(m) folgende Ab- 
schätzung gilt: 


(S 3) 


>C>0, 


Beweis. Sei e,, &,... eine beliebige aber feste Folge positiver reeller Zahlen, die 


monoton gegen 0 strebt und sei e, S E Dann wähle man eine Teilfolge m, , m,,,--- 


aus der Folge m,, m,,.... in der Weise aus, daß 


(24) m, = m, m, = ac m, für vo =1,2,... 


gilt. Für die nun folgende Konstruktion werden der Reihe nach die Folgen 
Dany,’ Bay,’ 

verwendet. Sei 

( 

br € Dany,’ b € Day,‘ 
Aus ®,, gehe B,, hervor, indem man alle 5? < 2m,, fortläßt und. außerdem alle 5” 
streicht, die 

BD + Di = Hi + u 
nichttrivial erfüllen. Für die Anzahl t der zu streichenden Elemente gilt 


k? 
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weil Dan, eine B,-Folge ist. Da auch Dany, eine B,-Folge ist, gilt Bay, s2-m,, und 
daher ist wegen (22) 

(23) t<A-m,.- 
Wegen (S 3) und (21) findet man 


2 
(24) B„, 2 € :Vm, a. 
2 2 e ı 
Für die Anzahl By, der Elemente von By, gilt nach (23) und (24) 


2 
Bin, Z By, — 4m, 21— 0) BB, 24-0) CVm,. 
Man bilde 
Dany, u (Ban, + m,,) : 

Diese Menge ist wieder eine B,-Folge, und für deren Anzahlfunktion B(m) gilt 

B(2 ” Mı,) 

2 
V2 m, 


Dieses Verfahren kann man nun fortsetzen. Der nächste Schritt liefert 


By, I (Bn,, + m,,) ui (B.,, % m,,) ’ 


z(1-—e 


es 
1 v2 


und hierfür gilt 
B (2 ” mı,) 
En 
V 2. mı, 
Führt man diese Konstruktion unbeschränkt weiter, so erhält man, da e, eine Nullfolge 
bildet, eine unendliche B,-Folge ®, deren Anzahlfunktion B(m) die Ungleichung (S 3) 
erfüllt. Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Anwendung von Satz 3 auf solche B,-Folgen, für die die dort vorausgesetzte Kon- 


stante C = 1 ist (nach einem Satz von Singer [7] existieren solche endlichen B,-Folgen) 
führt auf die Ungleichung 


(25) 


d.h. es gibt unendliche B,-Folgen, für die (25) richtig ist. 

Ein anderes rekursives Verfahren zur Bildung einer speziellen unendlichen B,-Folge 
geben Chowla und Mian [2] an: 

Man setze b, =1 und wähle, wenn b,,...,b, bereits festgelegt sind, für b,,, die 
kleinste natürliche Zahl, die von allen Zahlen 5, + 5, — b,mit 1 <r,s,t < v verschieden 
ist. Mian und Chowla vermuteten, daß die so konstruierte B,-Folge eine besonders stark 
anwachsende Anzahlfunktion B(m) besitzt, so daß 


(26) b, sv? 


gilt. Die ersten Glieder der Folge erfüllen tatsächlich Ungleichung (26). Eine numerisch 
durchgeführte Berechnung ?) ergab, daß Ungleichung (26) für alle 5, mit 290 < b, < 250000 


verletzt wird. Auf Grund der numerischen Berechnung liegt die Vermutung nahe, daß 
2 


B(m) wesentlich schwächer wächst als Vm. 


?) Die Berechnung wurde auf dem Elektronischen Rechenautomaten ER 56 des Instituts für Instru- 
mentelle Mathematik, Bonn, durchgeführt. 
8* 
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Es bleibt die Frage offen, auf welche Weise B,-Folgen konstruiert werden können, 
die zu einer schärferen Abschätzung als (25) führen, und welche entsprechenden Er- 
gebnisse bei unendlichen B,-Folgen beziehungsweise B}-Folgen erreichbar sind. 
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Über einige Probleme der additiven Zahlentheorie. 


Von P. Erdös in Budapest. 





Es seien 0 =a,<a,':;0=b,<b,< +: Folgen ganzer Zahlen, 
A(m)= 2 1, Bm= 21. 
1sa;, sm 1sb,<m 
Die Schnirelmannsche Dichte der Folge {a;} im Intervall (1, N) (wo N auch unend- 
lich sein kann) ist die größte Zahl «, für welche 

(1) A(m) Z am 
für allem Sn gilt. 

Die Folge {b,;} nennt Khintchine eine wesentliche Komponente, wenn für jede 
Folge der Dichte «x (0 <x&<1) die Dichte der Zahlen von der Form fa; + b,} größer 
als « ist. Khintchine!) zeigte, daß die Quadratzahlen eine wesentliche Komponente sind. 
Ich ?2) bewies, daß jede Basis eine wesentliche Komponente ist (eine Folge {b,} wird eine 
Basis r-ter Ordnung genannt, wenn sich jede ganze Zahl als Summe von r oder weniger b’s 
darstellen läßt; z. B. bilden die k-ten Potenzen der Primzahlen eine Basis für jedes X). 
Genauer zeigte ich, daß die Dichte der Folge {a; + b,} mindestens 


all — ao) 
(2) re Tu 


ist. Der wichtigste Schritt beim (sehr einfachen) Beweis von (2) war folgender: 


Lemma. Es sei f(x), 0 <a < 1 die größte Zahl mit folgender Eigenschaft: a, < a,<**'- 
sei eine beliebige Folge der Dichte x, und zu jedem n exzistiere ein k = k(n), so daß die 
Anzahl der verschiedenen Zahlen < n in der Folge{a;, a, + k} größer oder gleich (x + f(&))n 
ist. Dann gilt 


(3) 

fe) 
r 

Autoren haben (2) und (3) verschärft®). Ich vermutete f(x) 2 «a(1 — a), werde aber 


Ich zeigte dann noch in meiner Arbeit, daß (2) mit x + wahr ist. Verschiedene 


1) A. Khintchine, Über ein metrisches Problem der additiven Zahlentheorie, Mat. Sbornik 40 (1933), 
180—189, siehe auch A. Buchstab, ibid. 190—19. 

2) P. Erdös, On the arithmetical density of the sum of two sequences one of which forms a basis for the 
integers, Acta Arithmetica 1 (1936), 197—200. 

%) Siehe z. B. E. Landau, Über einige Fortschritte der additiven Zahlentheorie, Cambridge 1937, 3—6 und 
60—63; A. Brauer, Über die Dichte der Summe zweier Mengen, deren eine von positiver Dichte ist, Math. Zeit- 
schrift 44 (1939), 212—232; S. Selberg, Metrical problem in the additive theory of numbers, Arch. Math. Natur- 
vidensk. 47 (1941), 111—118; F. Kasch, Abschätzung der Dichte von Summenmengen, Math. Zeitschrift 66 
(1956), 164—172; H. Plünnecke, Über ein metrisches Problem der additiven Zahlentheorie, Journal reine und 
angew. Math. 197 (1957), 97—103. 
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jetzt mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Mitteln zeigen, daß dies für jedes « falsch ist 


all —o) 
rer” 


(es ist demnach möglich, daß (2) mit x + — wahr ist). f(&x) kann ich aber für 


kein einziges x bestimmen. Ich kann zeigen, daß eine absolute Konstante c, existiert, 
so daß 


(4) f(x) < all — a) — c, (min (a, 1 — a)" 

gilt. Wenn & < $ ist, so gilt also 
Ha) <a — co. 

Für kleine Werte von «& ist dies die genaue Größenordnung für f(x). A. Brauer’) 
beweist nämlich, daß (2) mit x + a ni wahr ist, und vielleicht kann man durch 
seine Schlußweise 

(5) f(x) > a — a" 
zeigen. Jedenfalls gibt seine Methode sofort 

(6) fa) > x — 2u!:. 

Da weder (5) noch (6) explizit bei Brauer steht — er war nur an der Verschärfung 
von (2) interessiert —, werden wir (6) durch die Brauersche Schlußweise beweisen. 


Ein ähnliches Problem ist das folgende: Es seien 1 Sa, <a,<'''<a<2n 
irgend n ganze Zahlen, d,,d,,...d, die anderen Zahlen < 2n. Es sei M, die Lösungs- 
zahl der Gleichung a4, —d,; =k, also 


H= zZ 1. 
a—d=k 


Es sei 


M" =min max M,, 
—2nsks2n 


wo man das Minimum über alle Folgen 1 <a, <'' <a, <2n nehmen muß. Ich 


1 
zeigte‘) (sehr leicht) M” > z Scherk verschärfte dies zu M® > (i =) n und 


y2 


Swierezkowski®) bewies M" > u 1 n. Schließlich zeigte Moser®) durch eine sehr 


sinnreiche Methode M > nm), und er kann durch eine längere Rechnung 


Mm» >Y4—y15 (n — 1) beweisen. 


Ich vermutete M” > 5 jedoch widerlegte ich dies durch wahrscheinlichkeits- 


theoretische Betrachtungen®), indem ich M s a n für genügend großes n bewies. Unab- 


hängig zeigten Selfridge, Motzkin und Rolston®) mit Hilfe der elektronischen Maschine 
Swac, daß M'® = 6 ist, und man kann daraus leicht M” < 0,4n für unendlich viele n 
folgern. Moser konnte dieses Resultat noch etwas verschärfen, aber der genaue Wert 
von M ist noch nicht bekannt. 


*) P. Erdös, Some remarks on number theory (in hebräischer Sprache), Riveon lematematika 9 (1955), 
45—48. 
5) $. Swierezkowski, On the interseetion of a linear set with the translation of its complement, Coll. Math. 5 
(1958), 185—197. 

6) L. Moser, On the minimal overlap problem of Erdös, Acta Arithmetica 5 (1959), 117—119. 
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Man kann diese Frage noch etwas verallgemeinern. Es sei G eine Gruppe mit n 


n 
Elementen. a,, @,...,„a,l= 6 


die n— 1 anderen Elemente von G. Es ist leicht zu sehen, daß es immer ein Element x 


seien / beliebige Elemente von G und d,,d,,.. ., da-ı 


von G gibt, so daß die Lösungszahl von a,;,x = d, mindestens #) + 1 ist. Dies folgt 


sofort aus der Bemerkung, daß I(n — I) die Anzahl der Elemente der Form a;''d, ist, und 
da das Einselement nicht von der Form a; "d, ist, es mindestens ein x gibt für welches die 


Lösungszahl von a;x = d, größer oder gleich Pe {= = 7 + 1 ist ({z} sei die kleinste 


ganze Zahl > x). Wenn G die additive Gruppe der Restklassen mod p ist und die a’s 
die quadratischen Reste sind, so ist die Lösungszahl von a; + k = d, bekanntlich höch- 


stens z| + 1, also die obige Abschätzung ist hier scharf. Ich weiß aber nicht, ob | 2 +1 


sich nicht für gewisse Gruppen doch wesentlich verschärfen läßt. Man kann durch wahr- 
scheinlichkeitstheoretische Betrachtungen zeigen, daß eine Konstante c so existiert, daß 


man in jeder Gruppe von n Elementen ! = 4 Elemente a,, @,,..., a; finden kann, 


2 


für die die REN von a;2 =d, für jedes x kleiner als z + ce (n log n)": ausfällt. 


Dies zeigt, daß doch eine ziemlich gute untere Abschätzung ist. 


Linnik’’) zeigte 2 erster, daß nicht jede wesentliche Komponente eine Basis sein 
muß. Kürzlich wurde dies viel einfacher von Stöhr und Wirsing®) bewiesen. Für Linniks 
wesentliche Komponente gilt aber B(n) =O(n:) und nach seiner mündlichen Mitteilung 
kann er sogar eine wesentliche Komponente mit B(n) < exp (n!-) konstruieren. Ich 


Fr B(n) 


vermute, daß für eine wesentliche Komponente Aue gelten muß. Ein spezieller 


Fall dieser Vermutung ist, daß eine Folge b, ae . >(1+ c)b, keine wesentliche 
Komponente sein kann. Dies kann ich aber nicht beweisen. 


Schließlich möchte ich noch eine Frage stellen. Gibt es eine Funktion 
g(x) >0, 0 <a <A und eine Folge b, <b, < --, die keine Basis ist, so daß, wenn a; 
eine Folge der Dichte « ist, zu jedem n ein 5, = b,(n) so existiert, daß die Anzahl der 
verschiedenen Zahlen < n in der Folge {a,;, a; + b;} größer als (x + g(«&))n ist ? Wenn 5; 


%) 


eine Basis r-ter Ordnung ist, so zeigte ich ?), daß g(a) > me gilt. 


Nun beweisen wir 
Satz 1. 
flo) <all —o). 
Es sei e > 0 eine von & abhängige Zahl und 9 sei klein im Vergleich zu e und a. 
Wir definieren Folgen im Intervall (1, n) durch folgende wahrscheinlichkeitstheoretische 


Betrachtungen. Im Intervall (4 3) gehöre eine Zahl u zu unserer Folge mit der Wahr- 


scheinlichkeit «+ e+ n und im Intervall (% k n) mit der Wahrscheinlichkeit & — e. 


’) W. V. Linnik, On Erdös’s theorem on the addition of numerical sequences, Mat. Sbornik N. S. 10 (52) 
(1942), 67— 78, 

®) A. Stöhr und E. Wirsing, Beispiele von wesentlichen Komponenten, die keine Basen sind, Journal reine 
u. angew. Math. 196 (1966), 96—98. 
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Die Zahlen sollen unabhängig voneinander gewählt werden. Es folgt aus bekannten 
Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Satz der großen Zahlen), daß eine Konstante 
C=((o, e, n) so existiert, daß mit einer Wahrscheinlichkeit größer als C die Dichte 
unserer Folge größer als x wird, daß aber A(n) <(x +2n)n ausfällt. Anstatt dieser 
Konstruktion könnte man folgendes kombinatorische Modell betrachten. Im Intervall 


(# 7) wählen wir auf alle möglichen Arten I, = (3 ++ n) n| Zahlen, und im Inter- 
vall (3 
man diese Zahlen auf 


u 


Arten wählen. Nun folgt durch naheliegende, aber etwas mühsame kombinatorische 
Betrachtungen, daß für mindestens CN dieser Folgen ihre Dichte größer als « ist. 


Es sei jetzt k eine beliebige Zahl < n, und E(u) sei die Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses e(u), daß ueA und u+kED ist. (Die Folge D besteht aus den Zahlen 


n—k 
d;, <n, die nicht in der Folge A sind). Wir wollen nun $& E(u) von oben abschätzen 


u=1 
(füru>n—kist u+k>n, also E(u) = 0). Offenbar gilt 


n—k 


(8) zu =, +3. +23; 


n) wählen wir auf alle möglichen Arten @ — e) - =1, Zahlen. Offenbar kann 


' n : n n. n n 
< ls N. ER en Rs u 
mtisus, kin 2,5 k<us„in2,und, 9 
ist, so ist natürlich 2, = 0). Für 1sus 5 — kist die Wahrscheinlichkeit für v€ A 


gleich x +e+ n und füru + kED gleich 1—ax — e— n. Da diese beiden Ereignisse 
offenbar unabhängig sind, gilt 


<usn—kin?,(wennk > 


3 = (3—%) «+te+ili—a—e—n. 
Durch denselben Gedankengang folgt 
‚=kliat+e+ MU—a+e, = (7—%) @—)l—a+B. 
Also ist wegen (8) 


n—k R 
(9) 3 E(u) = (n—.2k) e-#—-#—-an—en+4—#) 
u=1 
+ka+e+n—o?— na+ me+ e?) 


2 
<nle-=-5), 


wenn e = &(a) und n = n(a, e) genügend klein sind. 
Jetzt wollen wir zeigen, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
2 
(10) = 1>n (a5) 
e(u) wahr 
gilt, kleiner als (1 + c,)* ist, wo c, = c,(a, €) > 0 ist. Dies würde wegen (9) sofort aus 
der Bernsteinschen Ungleichung?) folgen, wenn die Ereignisse e(u) unabhängig wären. 


9) Siehe z.B. I. V. Uspensky, Introduction to mathematical probability, New York u. London, 1937, 204—205. 
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e(u) und e(u + k) schließen sich aber offenbar aus, sind also nicht unabhängig. Wir 
teilen jetzt die Ereignisse e(w) in zwei Klassen ein. In der ersten Klasse sind die 
ws Asusn-—.k) mit 
u=2lk+r 1=0,1,..;0sr<k 
und in der zweiten Klasse die „’s (l susn—.k) mit 
u=(2l+1)k+r, 1=0,1,..;0sr<k. 


Offenbar sind die Ereignisse in derselben Klasse unabhängig, da die Differenz zweier 
Zahlen in derselben Klasse niemals gleich k ist. Wenn nun (10) gilt, muß wegen (9) für 
mindestens eine der Klassen 
2 
(A) ZiA>ZEW+T- 
e(u) wahr 
gelten — hier läuft die Summation über die Zahlen derselben Klasse. 

Da die Ereignisse derselben Klasse unabhängig sind, folgt aus der Bernsteinschen 
Ungleichung, daß die Wahrscheinlichkeit von (11) und also auch von (10) kleiner als 
(1 + c,)-" ist. Da für k höchstens n Werte in Betracht kommen, erhalten wir, daß die 
Wahrscheinlichkeit, daß es ein k, 1 <k<n gibt, für welches (10) gilt, kleiner als 


(12) n(1 +0)” = o(l) 


ist. Nach der Bemerkung am Anfang unseres Beweises ist aber die Wahrscheinlichkeit, 
daß unsere Folge die Dichte x hat und A(n) < (x + 2n) n befriedigt, größer als C. Daher 
folgt aus (12), daß für n>n, die Wahrscheinlichkeit für die Existenz einer Folge 
a, <q, < ++ der Dichte «a, bei der für jedes k die Anzahl der Zahlen < r in der Folge 
{a,,a; + %k} kleiner als 


n(“+2n) nl) <a) (n<n(e)) 


ausfällt, gleich C — o(1) > 5 ist. Also folgt, daß eine solche Folge existiert, und somit 


ist unser Satz bewiesen. 

Man könnte den Beweis auch leicht mit Hilfe unseres kombinatorischen Modells 
führen, nur sind die Rechnungen etwas umständlich, der Vorteil aber ist, daß man keine 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Sätze und Begriffe braucht. Es sei N, die Anzahl der 
nach unserer Vorschrift gebildeten Folgen a, <a,<': <a, Sn, u=[n(« + n)], 
für welche die Anzahl der Zahlen < n von der Form a; + k, die nicht in der Folge a; 
vorkommen, größer als n (x«(1 — x) — 2) ist. Man kann durch naheliegende, aber ziem- 
lich umständliche Abschätzungen von Binomialkoeffizienten zeigen, daß für genügend 
kleines n = n(e, &) 

(13) N, <N(i+c)”" 
ist. Also gilt wegen (13) 


ZEN: = o(N). 
k=1 


Wegen (7) existieren daher (C—o(1))N > 7 N Folgen der Dichte x, für welche die 


Anzahl der verschiedenen Zahlen <n der Folge {a,,a; + k} für jedes k kleiner als 
n(x(1— x) — n) ist, und dies beweist wieder unseren Satz. 


Nun wollen wir noch den Beweis von (4) skizzieren. Es sei zuerst 0 <x < . wir 
können annehmen, daß « klein ist. Hier definieren wir unsere Folgen durch folgende 
Wahrscheinlichkeitsverteilung: Im Intervall (1, &":n) sei die Wahrscheinlichkeit, daß die 
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Y, 
Zahl u in unserer Folge vorkommt, gleich T + n, wo n klein im Vergleich zu « ist. 


Im Intervall (&’'n,n) sei die Wahrscheinlichkeit, daß u in A vorkommt, gleich 
7 (1 — a:)=!, Für + <a<A, ö6=41—x (wir können annehmen, daß ö klein ist) sei 
im Intervall (n(4 — ö""),n) die Wahrscheinlichkeit, daß u nicht zu A gehört, gleich 
7 — n und im Intervall (1, n(4 — ö":) gleich zu — ö:)-1, Von diesem Punkt an ist 
nun der Beweis von (4) ähnlich dem Beweise von Satz 1 und kann unterdrückt werden. 


Jetzt wollen wir noch den Beweis von (6) skizzieren. Es sei a4 <a,<+:-- eine 
Folge der Dichte «. Wir können annehmen, daß A(n) < 2«an gilt (wenn nicht, so ist 
(6) schon mit k = 0 erfüllt). Wir bezeichnen mit ZL(n) die Lösungsanzahl von 


4 +2=d,0<r<s[e"'n]=T. 

Offenbar gilt, falls D(m) = m — A(m) die Anzahl der d; < m bedeutet, 

(14) L(in)2 z£ (D(ia+ T)—D(a))2 An—T)(T—A(n)) 

a,sn—T 
> a(n— T)\(T— A(n)) 

wegen D(a,+ T)— D(a,) ZT — A(n). Aus (14) folgt aber: Für ein k<ST ist die 
Anzahl der Zahlen a4, +k=<n, die nicht in A vorkommen, mindestens 
a(n— T) (T— A(n)) 
N 7 > 

Also ist für dieses k die Anzahl der Zahlen < n in der Folge {a,;, a; + k} größer 
oder gleich 


(16) A(n)+ 





(15) 


a(n— T) (T— A(n)) 
7 ) 
Es ist leicht zu sehen, daß (16) für A(n) =«an ein Minimum wird (A(n) > «n), und 
eine leichte Rechnung zeigt, daß 
(n— T)(T—A 


A(n) + 2, (n)) > (x — 2a") n 





ist, was zu beweisen war. 





Eingegangen 3. November 1960. 





Approximation mit algebraischen Zahlen 
beschränkten Grades. 


Von Eduard Wirsing in Braunschweig. 





1. Der Satz, daß jede reelle Irrationalzahl £ unendlich viele rationale Näherungen 
E besitzt, für die 


const 


218 q° 


q 


ist, gibt unter anderem zu zwei allgemeineren Approximationsaufgaben Anlaß. 
Das Maximum der Beträge |a,| heißt die Höhe des Polynoms P(x) = 3 a,ı"” 


und werde mit || P || bezeichnet. Ist x eine algebraische Zahl und ? ihr Minimalpolynom, 


so heiße || P|| auch Höhe von , || «||. 


Für eine gegebene Zahl € wird nun erstens nach dem größten Exponenten w,„(£) gefragt, 
für den 


1 


——_—— (e >0, beliebig) 
I PII* 


0<|P&O|<sS- 
durch unendlich viele Polynome von höchstens n-tem Grade mit ganzrationalen Koeffizienten 
befriedigt wird. 
Zweitens sei w*(£) der größte Exponent, für den 


& 


ton —e 


durch unendlich viele algebraische Zahlen von höchstens n-tem Grade gelöst wird. 
Für n =1 fällt dies mit der ersten Aufgabe zusammen, d.h. es ist wf(£) = w, (£). 


Auf den Größen w„(£) baut Mahler [4] seine Klassifikation der Zahlen auf. Koksma 
[3] verwendet w*(£) zum gleichen Zweck und erhält eine zur Mahlerschen äquivalente 
Klasseneinteilung. Er verzichtet dabei allerdings auf die Einordnung der algebraischen 
Zahlen £. 

Es sei s der Grad von £, falls E algebraisch, und s = &, falls E transzendent ist. Die 
Charakterisierung der algebraischen Zahlen bei Mahler beruht dann auf den Abschätzungen 
(£ sei vorläufig reell angenommen) 


(1) un(E) ss—1, 
(2) we) zn fürn<s, 
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nach denen bei algebraischem £ 
u(£) =O(1) (n> oo), 
bei transzendentem £& dagegen 
un(£) > oo 
gilt. (1) beruht im wesentlichen darauf, daß die Resultante der Minimalpolynome von 


approximierender und approximierter Zahl ganzrational und nicht Null ist; (2) folgt 
aus Minkowskis Linearformensatz. 


Während sich (4) auf w*(£) überträgt, da stets 
(3) w(£) < w„(E) 


ist, kennt man für w*(£) bisher keine zu (2) analoge Abschätzung. Ein solches Analogon 

ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit: 

n+i1 
2 

d.h. also: Jede reelle Zahl £, die nicht algebraisch von einem Grad <n ist, läßt sich bei 

beliebigem e > 0 durch unendlich viele algebraische Zahlen & von höchstens n-tem Grad so 

approximieren, daß 


(4) ur(E) 2 (n<s, £ reell); 


n+3,, 


E—.alsjlell ° 


ist. ws(£) = O(1) für n— oo charakterisiert also die algebraischen Zahlen ebenso wie 
w„(£) = O(1), und Koksmas Klassifikation ist demnach auch in diesem Punkt mit der 
von Mahler gleichwertig. 

2. Allgemeiner interessieren wir uns für Abschätzungen von wf(£) durch w,(£) 
und erhalten folgende Ergebnisse für reelles € undn< s: 


(5) uw >zZw—n+ÄA, 


(6) “>42 (w+N), 


(7) 


Die Ungleichung (5) tritt in verdeckter Gestalt (Hilfssatz 19) schon bei Schneider 
[5] in dem Paragraphen über Mahlers Vermutung auf, nach welcher w,(£) =n für 
n =1,2,...und fast alle reellen £ (im Sinne von Lebesgue) gelten soll. Aus dem dortigen 
Beweis ist auch der hier gegebene durch einige Vereinfachungen entwickelt. Dazu wird 
die Diskriminante eines Approximationspolynoms betrachtet. 


Eine kleine Veränderung des Beweises liefert 


(& SZ  (Erelın<e) 


mit der Folgerung 


wr(&) > + (£ reell, n< s) 


(8) ist zwar schwächer als (6), soll aber des einfacheren Beweises wegen ausgeführt 
werden!). 


!) Zur Zeit des Oberwolfach-Vortrages war (8) mein bestes Ergebnis. 
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(6) ist besonders wegen der Folgerung (4) wichtig, die sich mit (2) sofort daraus 
ergibt. Der Beweis ist dem von (5) und (8) ähnlich; es wird die Resultante zweier Approxi- 
mationspolynome dafür untersucht. 

Die Abschätzung (7) ist nur von Interesse, wenn w„(£) wenig größer als n ist, da 
(5) bzw. (6) sonst besser sind. Wird (7) mit (6) kombiniert, so kommt man zu einer leichten 
Verschärfung. von (4): 
©) wma’ 


+4 Vn? Hana. 


Ferner folgt aus (7) zusammen mit (3): /st & reell und w,(£) =n, so ist auch 
wi(£) = n. Speziell erhalten wir nun mit (1) und (2) 


u, ()=w,ld) =s—1. 
Geht man die Beweise im einzelnen durch, so erhält man ohne zusätzliche Schwierig- 
keiten den schärferen Satz (dessen erster Teil wohlbekannt ist): 
Ist E reell und algebraisch vom Grade s, so gilt für alle algebraischen Zahlen x von 
kleinerem als dem s-ten Grad 
|E—a|l>c1(8) || a || (cı > 0) 
und für unendlich viele solche & 
|E—a|=sc;(E) || a || (C, < ©). 


Zum Beweis von (7) werden Approximationspolynome betrachtet, ‘deren Koeffi- 
zienten solche Einschränkungen auferlegt sind, daß in der Umgebung von £ nur eine 
Nullstelle liegen kann. Leider wird die Güte der Näherung von P(£) an Null durch die 
Nebenbedingung stark beeinträchtigt. 

Auch (9) ließe sich noch verbessern. Da die Verbesserung aber geringfügig ist und 
kein Grund besteht, anzunehmen, daß man mit (4) und (9) schon in der Nähe der best- 
möglichen Schranke ist, soll darauf nicht eingegangen werden. Vielleicht gilt sogar stets 
uH(&) Zn für n<s und reelle & Wenn die erwähnte Mahlersche Vermutung richtig 
ist, trifft dies ja nach (7) wenigstens für fast alle reellen & zu. 


3. Für nichtreelle Zahlen &E liegen die Verhältnisse ganz ähnlich. Die a für 
die im reellen Fall erwähnten Beziehungen lauten hier: 


Un > 


Un 
n—i 


Aus (6’) und (7’) folgt 
(#‘) 
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aus (1’), (2), (3), (7°): 
s—2 
"en 

4. Bezeichnungen. Für nichtnegative Größen A, B schreiben wir AB oder 
B>A, wenn A< const - B ist. Dabei darf die Konstante im folgenden stets von & und den 
Graden der approximierenden Zahlen bzw. Polynome abhängen, dagegen nicht von deren 
Höhen. 

Gilt A& Bund A>B, so schreiben wir AB. 


w_ı (£) = w,_,(E) = 


Es sei s = grad £, falls & algebraisch ist, und sonst s = . 
Bezüglich || ?||, || ||, w„(&), w*(£) siehe die Einleitung. 


Hilfssatz 1. Das Polynom P(x) = 3 a,x"" = a, II (x — %,) habe beliebige komplexe 
0 1 
Koeffizienten (abgesehen von a, > 0). Dann ist 


(10) % I |%|<|| Pl: 
la,l21 
(Ein eventuell leeres Produkt soll wie üblich 1 bedeuten.) 
Beweis. Für 


% I || <||P|| 
la,l21 


gibt Feldmann [1] einen einfachen Beweis, der auch bei Kasch-Volkmann [2] wieder- 
gegeben ist. Auf eine Wiederholung sei hier verzichtet. Andererseits ist 


I ?PIl s2|a| = 03 |ovl&ır m) | 


<s2(al... 1m) = + ||) 
sa, MM 2: m 2|o|<« IM ||. 


la,l<ı Ja,l2ı la,l21 
Hilfssatz 2. Es sei y eine feste positive Zahl. Dann gilt mit Konstanten in der 
<-Beziehung, die außer von € und n auch von y abhängen dürfen, 


(14) I = N, 
lt—a,|2y a0 

| Pd] 

12 Be v = — , 
a en 


Beweis. Wir betrachten das Polynom Q(z) = P(x + £). Aus 
O2) = 2 Pre) 
ur 


folgt sofort ||Q|| < || P||, aus der Entwicklung von P(x) = Q(x — £) ebenso 
I P]| < || @ ||, insgesamt also 


III Pl. 
Q(x) hat die Nullstellen x, — £. Wird Hilfssatz 1 auf Q angewandt, so ergibt sich 


nei Pl 
ur 


|E—,1= — 


le—a,l 21 
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Ersetzt man unter dem Produktzeichen die Schranke 1 durch y, so treten höchstens 
n Faktoren hinzu (oder fallen fort) und deren Werte liegen zwischen 4 und y. Damit 
ist (11) gezeigt. (12) folgt unmittelbar, weil ja 


PT: 1 
v1 Ay 


Hilfssatz 3. Für P= II P, gilt 
e 
I PII< 17 || Pell- 
e 


Die Konstanten hängen dabei nur von n = grad P ab. 


Das ergibt sich unmittelbar aus Hilfssatz 1, denn die linken Seiten von (10) multi- 
plizieren sich einfach. Die Konstanten hängen zunächst von allen n, = grad P, ab. 
Da es nur endlich viele Zerlegungen n = Zn, gibt, können dann neue, von n allein ab- 
hängende Konstanten gewählt werden. 


Hilfssatz 4. Zu gegebenem e > 0 gibt es unendlich viele irreduzible Polynome P mit 
ganzrationalen Koeffizienten, für die 


(13) 0<|P(d| «|| P|"®9+*, gradP<sn 
gilt. 


Beweis. Wäre die Aussage falsch, so gäbe es ein c >0, so daß für irreduzible 
Polynome P mit P(£) # 0 und grad P<n stets 


ı Pal >| PIIT"** 


wäre. Ist dann Q@ ein beliebiges Polynom (Q(£) #0, gradQ@ <n) und Q = IIQ, seine 
e 


Zerlegung in irreduzible Faktoren, so folgt mit Hilfssatz 3 


|| > 11@ell"*‘, 
1Oa1| = IQ > IQ. IS 11Q1l"t“, 


entgegen der Definition von w,(£). 


5. Für das Folgende sei 
IE o|=p 


gesetzt und die Numerierung so gewählt, daß 


PSaSph2°-- 
ist. 
Beweis von (5). Wir betrachten die unendlich vielen Polynome P, die (13) gemäß 
Hilfssatz 4 erfüllen. Es sei grad P=n'<n. Mit der angenommenen Numerierung ist 
für «<A 


.—als|e | +lEe— | =p+ pı <S2p. 
Die Diskriminante von P, 


D= a"? II (a,— ,) (141 für n’ =1), 


„<A 
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ist eine ganzrationale von Null verschiedene Zahl. Daher wird 


1<sID!=-S5 "Me. |< 2. 


„<A 
(14) 1i<a" I". 


Multiplizieren wir dies mit p,, so läßt sich rechterhand der Faktor | eh ) | herausheben. 
Das übrige wird mit Hilfssatz 2 abgeschätzt: 


pı < | P(&) | ap ’<|P)|S "MP ” 


»,21 
<| PO] 1 PIr- tt 
| N 
d.h. 
we) zw) —n+1—e 
mit beliebigem e > 0, also (5). 


Beweis von (8). Angenommen es sei unendlich oft n’ 22. Danh multiplizieren 
wir (14) mit p/p; und heben rechts den Faktor | P(£) |? heraus. Das ergibt 


3 


pı <pip < | P(&)? a pn 


<| PO’ Mn pi” 


9,21 
< || PR, 


| & > | < | & ae ar 


< 1 PT t la It, 
ws > u,. 

Beweis von (5). Es si &=n-+id, 9 +0. Da mit & stets auch & Nullstelle 
von P ist, tritt jeder Faktor |x, — a;|, für den p, < |#| und p, < || ist, in 77 |.—a; | 
zweimal auf. Indem wir alle übrigen Faktoren als 77* zusammenfassen, ie wir 

a Sa pi < || pjr- 


r,=21 
und weiter 


1 < 1 la..— a,’ n"—1 II* < I, en | 2 ||" 1 


„<A ?,<1® 


?,<l®l 1er 
<ImI weicht . 


nz” 
Daraus wird, wieder mit Hilfssatz 2, 
pi < || a II pi < || Pr P(&) j? < 1 Pj-zute+2e, 
P,< 


rt, 
e-al<lal " ° , 
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n—i1 
u 
6. Beweis von (6) und (6'). Wegen w* = w, brauchen wir nur n > 2 zu betrachten. 
Es bezeichne P weiterhin die in Hilfssatz 4 genannten irreduziblen Polynome vom Grade 


n' <.n. Ist Q ein anderes Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten, grad Q <n und Q 
durch P teilbar, also @ = PQ,, so ist nach Hilfssatz 3 


EI > Pl NA 21 Pl, NEON Zul? (>00). 


* 
wZw— 


Ist dagegen 
c 
le Sal PIl, 


so ist Q@ durch P nicht teilbar, also zu P sogar teilerfremd. Bekanntlich (s. z. B. Schneider 
[5], S. 69) läßt sich @ so wählen, daß 


ION SF PI| und OO] <IIPII” Ufür reelles &) 


n—1 


II <Zl P|| und |Q(&| < || Ppı| ® (für komplexes £) 


ist. Dan < s ist, verschwindet Q(£) nicht. Wir setzen grad Q = m (mit m Sn), 


AB) = zb = Bo), b,>0, E—B,|=q 


Die Resultante von P und Q 
R=a,b, II (&, — ß,) 
„u 


ist ganzrational und, da P und Q keine gemeinsamen Nullstellen haben, von Null ver- 
schieden. 


Es sei zunächst £& reell, n"=>2, m 2. Dann wird folgendermaßen abgeschätzt: 


1 <a I, —B,| Sa ID, + 4) 


< ab, ber Max (P,» q,) = uote ayb, H Py 1 ge, 
v1 u=1 
6,=- P2 &, ar P 1 
qu<P, 2,24, 
gesetzt ist. Mit Hilfssatz 2 erhalten wir daraus weiter 


(15) 1< Im Das IP Ic 


Bu >; Yu »,21 qz21 


nv 1 PIRAN. 


Offenbar ist e, S & ER ... BR h, sph,s 
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Wir nehmen vorläufig p, < 4, 9g < 1 an und überzeugen uns nun, daß abgesehen 
von endlich vielen der betrachteten Polynompaare P, Q 
e, si und f, si 


gilt. Wäre z.B. f, 2 2, so folgte aus (15) mit Hilfssatz 2 


1<| PIRIEI 7 9, < I PIE FIOAF 


Pt pr, 
IP <1. 


Das gleiche erhält man aus e, > 2. Im folgenden sei also e, <4, d.h. p, Sg 
und f, <1, d.h. g, < p,. Dann sind folgende Anordnungen möglich: 


e 





a) ı Sı <mr=ZS9 0 
b) ı sı <SpR<P i 0 
eo ı ch Sp SQ 1 
d 1 <PpSpR<Ppe 1 
Im Fall a) multiplizieren wir (15) mit p,g, und finden nach Konstruktion der P, Q 


pı < PpıQı < || ? ||* || @ ||" „u Dr KR 


< | Pl le"- » Po 0x8| 
< || rr- —3 || Per —2n = || 


Im Fall b) entsprechend: 
Pi <uPlmlelt Ip, I, 


„<i Yu <1ı 


< || P ||” :jo|Ir- -1 | Px(&)Q(8) | 
< || A 2un +2e— ”"<[|l PIT- wn+2e 


(da w.(£) Zn ist). Aus c) und d) erhält man ebenso 
BEAT, 
indem man (45) mit g7 bzw. p,g, multipliziert. 
Da «, Nullstelle des irreduziblen Polynoms P ist, ist || a, || = || P ||. Das zu £, 
gehörige irreduzible Polynom teilt @; daher ist || ß, || < || Q@ || < || ? ||. Zu jedem der 
unendlich vielen Ausgangspolynome P haben wir also mit &, oder ß, die Approximation 


tun, _tn+l 


e-al<llpl ? "fall 








+e 


bzw. 


r},, 


ua > e. 
E—Al<IlPpi < || Aıll 


also ist wie behauptet 


wr(£) > + (w.(&) +1) (€ reell, n<s). 


Sollten die Annahmen n’ >22, m 22, p,<1, 9g<1 nicht für unendlich viele der 
Polynompaare P,Q zutreffen, so hat man wegen (12) nnendlich oft 


IQ) 
IQ’ 


lE—o,| = <«< | P|"+t°! < I P"'r= | & I-r-1+° 


IP] 


< oder q, < 
Pı || P I] dı 


also 
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oder 
E-Al=a<| Pre" < el" <A" 
und damit w# >.n. Dies ist für w„, <2n —1 schärfer als (6); für w, 22n —1 folgt 
(6) schon aus (5). 
Nun sei & nicht reell, &=n-+i9, 9+0 undn >4. Offenbar ist n’ >22 und 
m > 2, da sonst | P(£) | > 1 bzw. |Q(£)|> 1 wäre. Wir gehen davon aus, daß jeder 
Faktor | x, — ß,|, für den |E—,| <|#]| und |E—ß,| <| 9] sind, in 


1<ab ml, —B,| 
u 
zweimal auftritt, so daß wir daraus den Faktor 
a |\w—B,s M (p»+gu)°< IT Max (p,, q,)® 


2u<1}| 2»<|}| ».<|?| 
Qu <!® Au < 2 Qu <!® 


= I pr II gqW 


»,<ldl q<l®l 
isolieren können. Den komplementären Faktor 77* schätzen wir ab: 


a,b, II* | %, —B,| < ob, II Max (P,. q,) 
„u 
sah IP, IQ, 


»,21 q=i 
< I Pr IE. 
Zusammengenommen haben wir 


1< || Pr IE" m 99 mar. 
»,<l|#l q<l®l 
Ist fi 2 2, so folgt 
1< 1 Pr EI" I 9. < I Pr NET IQ‘ 
qu< 
< | Pr Er 1 PR < || II, 
was nur für endlich viele Ausnahmen zutreffen kann. Wir dürfen also wieder f, < 1 und 
analog e, < 1 annehmen. Ferner sei jetzt p, <|®| und ,<| ®|. Die Diskussion der 
Fälle a) bis d) führt hier bei ganz entsprechender Rechnung auf 


a) pi < pin < | Pr EI POPIQ 


By \ 
3 Es u Fe Auen Ze ale (n > 4) 


u || u 


ri < | Pr IE FI POFIAHT 


< || DREETERETRREDE BER < || x ei 


bzw. 
gt <PImte, 
also 
BIER DEREN... 0 TOR 
Ea|<||a,ll u 
oder 


M., 


A 7 
E—Bıl<||ßı| 3 


mithin 


OBER 





‘ 
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Ist jedoch unendlich oft p, 2|®#| oder , >|#|, so folgt aus (12) 
»—i Br RL 
= |, | 


P -1—- —— +8 
I 2 na a 27T ze 


Eo|< | P 


n—-1i n—1 n-1i 


Al <lerlrl " <lel * <a *, 


et . . Für w„,<n—1 ist das besser als (6’); für „2n—1 folgt (6’) 


also wf > 


schon aus (5’). 
Ist & nicht reell und n < 3, so erhält man sogar’ 
(16) un(E) = u,(E). 
Ein Polynom von höchstens drittem Grad kann nämlich in |£E— «|< |#| höchstens 
eine Nullstelle haben. Aus 
|P(&)| DEREN 
„= < P unte 
„apa SANT 
folgt daher 
Ee—al < || PITTrr< | It t, 
also (16). 

7. Beweis von (7) und (7'). Es sei n<s und £ zunächst reell. Zu &, = £ werden 
weitere reelle Zahlen &,,..., & gewählt, so daß alle £, voneinander verschieden sind. 
e>0 sei beliebig und 

y=w(&)(1+ 8)? (>n). 

Minkowskis Linearformensatz garantiert für jedes 4 die Existenz eines ganz- 

zahligen Polynoms P(x) = & a,ı"”, so daß 


|Pi| «<H” 
(17) |PE)|< H „=1,2,..,n—1) 
| Pie] « H**' 
ist. Wegen n <s ist P(£) #0. Aus den Werten P(£,) erhält man die Koeffizienten a, 
durch Auflösen eines linearen Gleichungssystems, dessen Determinante die Vander- 


mondesche Determinante von £&,,...,&., also eine Konstante A + 0 ist. Für die Höhe 
ergibt sich daraus 


(18) | Pll & Max | P(&)| < Hr*". 
‚0 


Andererseits ist nach (17) und nach Definition von w,(£) 


Hm +e! > | P(&)| > Il P|"+9 k 
also 
I PII >H*. 
Legt man um die &,(»=0,14,....n—1) kleine zueinander fremde Kreise, sagen wir 


vom Radius o, und wendet an diesen Stellen Hilfssatz 2 an, 


P,(€ H 
m 1&-el< pp <= 


u 
l8,—a,| <e 








Wirsing, Approximation mit algebraischen Zahlen beschränkten Grades. 17 


so sieht man, daß für genügend großes H jeder dieser n Kreise eine, folglich auch nur 
eine, Nullstelle von P enthält. Für die bei £ gelegene Nullstelle &, findet man dann 


_IP&l AH- 
|E—%|= I? || < || Pl ıH 


und wegen (18) 


PR ESEER AIR A Sn 
El <j Pl <a 2 7°r. 


Damit ist (7) bewiesen. 


Ist & nicht reell, so sei &, =£&,&, = & und es seien £&,,..., & voneinander verschie- 
dene reelle Zahlen. Minkowskis Satz liefert solche Polynome P, daß 


| P(&)| <H> =0,1), 
| Pi&)|<H G=2...0—l), 
| P(&)| < Hy-+2 


gilt. Mit der gleichen Schlußweise wie im reellen Fall liefert die Rechnung jetzt 
H!r <& || P || < Hu-+3, 


| Pe] z 


nl nennen 
e-alS pr <a < pe Fr 


REIN Ps 
ie 


un) 
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Zur Darstellung von Zahlen durch Summen 
von Primzahlpotenzen. 


II. Darstellungen für „fast alle‘ Zahlen. 


Von Wolfgang Schwarz in Erlangen. 





Im I. Teil dieser Arbeit (Zur Darstellung von Zahlen durch Summen von Primzahl- 
potenzen, I. Darstellung hinreichend großer Zahlen, dieses Journal, Bd. 205!)) haben wir 
untersucht, unter welchen Bedingungen sich alle hinreichend großen N in der Form 


N=bpm+''+b5Pm+hlp)+'''+F,(P) 


darstellen lassen, wobei b,, . . ., b, sowie die Koeffizienten der Polynome f;(z)(j =1,...,r) 
ganze Zahlen sind, die b, sowie die höchsten Koeffizienten der /,(x) als positiv voraus- 
gesetzt, und wobei p,,..., p} Primzahlen bedeuten. Die Untersuchung erfolgt nach der 
Methode von Hardy-Littlewood-Vinogradov. 

Weiterreichend ist folgende Abwandlung der Methode: Man fragt nicht, wie muß 
eine unendliche Teilmenge N der natürlichen Zahlen beschaffen sein, so daß sich alle 
hinreichend großen Zahlen N aus N in einer bestimmten Gestalt darstellen lassen, sondern 
man fragt: Wie muß diese Menge NR beschaffen sein, daß sich ‚‚fast alle‘ Zahlen aus N 
in einer bestimmten Gestalt darstellen lassen, d. h. daß sich alle ZahlenneR®mitn <N 
mit höchstens o(N) Ausnahmen (für N oo) in der vorgegebenen Gestalt darstellen 
lassen. In der mathematischen Literatur sind „Fast-alle‘‘-Darstellungen bestätigt für?) 


Pı + Ps (v. d. Corput, Cudakov und Estermann), 

p+ x*, k>0, ganz; (Davenport-Heilbronn (6)), 

p+p"; pı+Pp2+ ps (Hua (12)), 

p + f(p'), wobei f(x) ein Polynom mit ganzen Koeffizienten bezeichnet; (v.d. 
Corput (2), mit einer gegen Davenport-Heilbronn (6) und Hua (12) wesentlich verbesserten 
Abschätzung der Anzahl der nichtdarstellbaren Zahlen), 


Pı+Pp2+ ps + 2° (Roth (22)), 

p® + p” + x° (Halberstam (10)), 

2°”+yı + y (Davenport (5)), 

+22 +2 (Roth (20). 

1) Diese Arbeit werden wir fortan mit Teil I zitieren; das Literaturverzeichnis für Teil II befindet sich 
mit in Teil I. Literaturhinweise wie-etwa Hua (12) bedeuten also die Arbeit (12) von Hua, die in Teil I Seite 47 
aufgeführt ist. Weiter beachte man noch die in Teil I eingeführten Bezeichnungen und Vereinbarungen, besonders: 
N, P sind hinreichend große ganze Zahlen, kleine lateinische Buchstaben außer c, e, 2 ganze Zahlen, und p stets 
Primzahlen. 

2) Diese Aufstellung ist nicht vollständig. 
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Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen sich ‚fast alle‘‘ Zahlen n in 
einer der Gestalten 
n=Ppı+Ppz (k> 0 ganz), 
n=pP+p®+p", 
n=p+tm+tPp+tPm 
n=p+tm+tp+P, 
n=p+'+p+tP 
darstellen lassen. 

Als Folgerung ergibt sich unter anderem, daß sich jede hinreichend große Zahl N, 
die gewisse Kongruenzbedingungen erfüllt, als Summe von 4 Quadraten und einer k-ten 
Potenz von Primzahlen bzw. als Summe von 8 Kuben und einer k-ten Potenz von Prim- 
zahlen darstellen läßt. Hierin ist das bekannte Ergebnis (Hua (14)) enthalten, daß jede 
hinreichend große ungerade Zahl eine Summe von 9 Kuben von Primzahlen ist. 

Weitere, mit den Methoden dieser Arbeit lösbare Probleme sind additive Zerfäl- 
lungen für fast alle n von der Gestalt 


n=p+tp+tps+pi +p (k>0, ganz) 


oder 
n=pitpa+tPps+ps“ +Pps° + Pe- 
Die genaue Formulierung der Ergebnisse verschieben wir auf das Ende der Arbeit. 
Zunächst wollen wir die nötigen Hilfssätze beweisen. 


1. Arithmetische Sätze. 


Der im I. Teil angegebene Satz I, 8 von Hua ermöglicht es uns, für die Lösungs- 
anzahl von gewissen diophantischen Gleichungen recht scharfe Abschätzungen zu gewinnen, 

Lemma 1.1: Sei 

1, je = Ggx* + a,x*-! + +a,k2z2, (a,0,::.,0%-,) =1 

g(2)=b" +baft + +, >22, (ddr) le 

Die Koeffizienten a,, b,. seien ganz, es sia,>0,b, >. 

(1,2) P sei eine hinreichend große ganze Zahl. L bezeichne die Lösungsanzahl der 
diophantischen Gleichung 


(1, 3) fx) + g(yı) = fa.) + 8(Y») 
unter den Nebenbedingungen 

(1,4) 1<2,% SA: -P,A>0,E>0 

1<sy,YSsB-P",B>0,n>0. 

Sei 0.B.d. A. n SE. 

Dann ist: 

(1,5) L<sc,„(k,k',g,B)- P?"- (log Pr) LA-B-k-k'- Pt" 
mit Konstanten ec, > 0, ci; > 0, die nicht von P abhängen. 


Beweis: Wir folgen im Beweisgang — bis auf die Verschärfung durch den Satz von 
Hua — einer Arbeit von Landau). 


Wir schreiben (1, 3) in der Form: f(x,) — f(x.) = g(ys) — g(yı). Sei 
(1, 6) 8(y.) — glyı) = 0. 


®) F. Landau, Über dieneue Winogradoffsche Behandlung des Waringschen Problems, Math. Z. 31 (1930), 326. 
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Die Anzahl der Wertepaare (y,, 4.) mit (1,6) ist <k’-B- P", die Lösungsanzahl von 
(1,3) unter der Nebenbedingung (1, 6) wird also 


<k-k-A-B- P"t®, 


Ist nun f(x,) — f(2,) =m #0, so ist x, + z, und nach Taylor: 


Kal) (na [rn + Ge a4), 


also geht h = 2, — x, inm = f(z,) — f(z,) auf. Wenn 7T(|m|) die Anzahl der posi- 
tiven Teiler von | m | bezeichnet, so gibt es für A höchstens 2 T(| m |) Möglichkeiten. 
Bei festem A ist f(x,) — f(z,) ein Polynom in x, vom genauen Grade (k— 1) 21; zu 
jedem h und m gibt es also höchstens (k — 1) Werte x,. Somit gibt es zu jedem m höchstens 
2-(k—4)- T(| m |) Wertepaare (x,, x,). Die Lösungsanzahl von (1, 3) unter der Neben- 
bedingung f(x) — f(z,) + 0 wird somit, wenn wir mit F(y,, y)) das Polynom 
F(yı, Y2) = 8(y2) — g(yı) bezeichnen: 


s P} 2(k — 1) R T(|F(yı Y.) |) S Cı7(k, k', 8) B) ä Pr. ; (log 2 Jah 


1<y31SsB-P" 
F(yı.9.) #0 


nach Satz I, 8 aus Teil I. Dieser ist anwendbar, denn wegen (1,1) hat F(y,, Y,) teiler- 
fremde Koeffizienten. 


Korollar: Für &= n ist L=0(P*+"- (log P)***)), 
Lemma 1.2: Die Zahlen a,, b,, d, seien ganz, si > 0, b,>0 und d,>0. Wir 
seizen: 
fa) = Wer +a0 + a, 
(1, 7) g(2) _ box "+ ba! + me + bi,» (bo; a b;,-ı) we i, k, > 2 
h(2) = dar + da + dı,» (dy, +», d,,-ı) -=1,4,22. 
Es sei s 
(1,8) 1 sus P, 1 S Yu» Y%S P", 1 <Ss2,23<P, £, n,27>D0. 
Dann gilt für die Lösungsanzahl L der diophantischen Gleichung 
(1,9) fzı) + g(yı) + hizı) = f(x) + g(yo) + h(ao): 
max (14 nreianttient2 gen] 
(1, 10) L<P » I .(log P)». 
Beweis: Wir bezeichnen mit L(E,,E,,...) die Lösungsanzahl von (1,9) unter 
den Nebenbedingungen E,, E,,.... Wir schreiben (1, 9) in der Form 
fzı) — fx) = g(y.) + h(z,) — g(yı) — h(2ı). 
a) Ist f(x.) = f(x,), so haben wir für (x,, x,) höchstens O( Pf) Werte, und für 
g(y.) + h(2,) = g(yı) + h(2,) 
ist die Lösungsanzahl nach Lemma 1.1 bekannt. Also ist: 
L (f(zı) = f(2;)) < P+t"+!.(]og P)*. 
b) Ist f(z,) — f(z,) #0, also 2, — 2, #0, so ist auch 
R = g(y.) + h(2,) — g(Yı) —h(yı) #0. 
Nun ist 


fzı) — fa) = — {a2 + 2) + a} (m — 2), 
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also ist: (2, — x,)| R und {a,(2, + &,) % a};=— Bei festem R hat also 


h = &3 — x, höchstens 2 - T(| R|) Möglichkeiten, und zu jedem h gibt es höchstens ein 
Wertepaar (z,, %,). Somit ist die Lösungsanzahl von (1,9) unter der Nebenbedingung 
R =+0: 

LR+0)< 3 ZT(|R|). 


YırYa 21,2 
R+0 


Bei festem %,, % ist R ein Polynom in z,, z, mit ganzen teilerfremden Koeffizienten vom 
Grade k,. Es ist: 
1s2,2,sP 
2 


2k 
max (pe, (max |R 1%) <Pp"“ (en) 


Nach dem Satz I, 8 aus Teil I von Hua ist daher unabhängig von y,, %s: 


max N 
| T(| R |) | < c' (k,) :p | kn ) . (log Py&pkn, 
1S2,2,5Pp% 
R+0 


Für die Lösungsanzahl von (1,9) erhalten wir hieraus: 


2k, 
2n+ max (2.2 


L<L(f(x) = f(z))+ P ” Eu P)“. 


Korollar: Mit passenden Konstanten c\, und cı, > 0 gilt für die Lösungsanzahlen 
der diophantischen Gleichungen 


(1, 11) atytra=sntytz 
bzw. 
(1, 12) atytasntytz 
ö unter den Nebenbedingungen 
(1, 11*) 1=s2,%,sP®%, 1<Sy,Yy,2,23<sP 
bzw. 
N (1, 12*) is,» sP, 1sy„„ysP%, 1s2,23<sP: 
| 2 La, « P*. (log Pyi» 
bzw. 
(1, 12**) La, < P* - (log Py%, 


Tr Lemma 1.3: Die Lösungsanzahl L der diophantischen Gleichung 


atrytartasntntzte 
unter den Nebenbedingungen 
1 1 4 4 
P’ < 2,2, Yu 49 s2- P*; PP <2,2,0,0, S2- P% 
ist 
y 
L<P°. 
Beweis: Nach Roth (22), Lemma 6, S. 272 ist mit 


hie)= zZ elar); fla)= 3 elaxt) 







Pase<eps Pi sr <apis 
1 T 
J = fl fi(«) - (a) |’da = ol»). 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 1/2 
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Beachtet man, daß 
kau)da [4 für u=0, 
fe« *@ 10 für u +0, u ganz, 


gilt, so erhält man für das Integral J: 


1 


I=[ 2 Zz (tler dB N —-3—Ü)d=L. 


0 24,Y1,2,0ı Zu Yn2ada 


2. Hilfssätze über das „Singuläre Produkt“. 


Wir benützen folgende Bezeichnungen: 


(2, 1) 


(2,2) 


2,3 7 Be SIE r >21). 
(2, 3) Wan el—, (r >) 


(2,4) S&(nQ)= I {1 + 5 A(n, Pr} (Singuläres Produkt). 
d=ı 


2<sp=Q 
k;, > 0 sind ganze Zahlen (j =1,...,r); die ganze Zahl Q wird später noch genauer 
festgelegt. Zunächst nehmen wir an, daß Q hinreichend groß ist. 
Die unendliche Reihe in dem Produkt (2,4) bricht wegen Lemma 2.41 im End- 
lichen ab. 


Lemma 2.1: Sei p® ||k und y -5; +ema—3, Istt>y, so ist W, „tr =. 


6 +1fürp>2. 
Beweis: Hua (12), Lemma 4, S.70. 

Lemma 2. 2: 

(2, 5) Wa = u(q). 

(2, 6) Wan < ((k,p—D—1)-Yp+1=<k:Yp. 
(2,7) Wu o(#*‘) für k 22. 


Beweis: Für (2,6) Vinogradov (28), Chap. II, Lemma 3, unter Beachtung der 
Tatsache, daß W, ,,, = Sa,n,. — 1 ist. 

Für (2,5) und (2,7) Hua (12), Lemma 5, S. 70. 

Lemma 2.3: 
Lu 


(2, 8) Amp sr Ihep ’ 
J= 
2,9) An, 1 = 0la *""). 


Beweis: Wegen (2,3) und (2,6) folgt unter Beachtung von (p(p))-"<2-p-! 
unmittelbar (2, 8). (2,9) folgt aus (2,3) und (2,7) unter Beachtung von 
(a) Scaog”'-loglogg fürg>2 
("30 > 0; vgl. Prachar (18), Satz 5. 1, Seite 24). 
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Lemma 2.4: A(n,g) ist multiplikativ, d.h. 
A(n,g) = II A(n, p*). 
»"lla 
Beweis: Ist im Beweise von Lemma 2.5 (Teil I, Abschnitt II) enthalten. 
Lemma 2.5: Sei M(p‘,n) für ganzes, positives t die Lösungsanzahl der Kongruenz 
(2,10) +... +zr=nmop mit 0<z,<p, ptz, (j=A,...,r). 


Dann ist 
t 
(2, 14) 4 + 24m, p‘) = (p(p'))" - p'- M(p', n). 


Beweis: (vgl. Hua (13), Lemma 1. 5, S.337 und Vinogradov (28), Chap. II, Lemma 10): 


t 


=p" @PY- fi+z zZ ——. NM 
ni am anı (PH) j=1 


{+ z, Mu) 


Wir wollen nun einige spezielle Exponentenschemata k,(j =1,...,r) näher unter 
suchen, und zwar: 
)ar=2, u=-1,k,=k 1,k 
b)r=3, u, =k,=2, ,=k&k 2,2, k 
(2, 12) )r=5,,h=khk=-k,=k,=3,k,=k kurz: 3,3,3,3,k 
ddr=4, k, =2, chi, k,=k 2,4,4,k 
e)r=4,kh,=2, ,=3,,=6,k,=k. 2,3,6,k. 





Für die zugehörigen singulären Produkte erhalten wir auf Grund von Lemma 2. 1: 


2,13 - AD sw .,..d_“::n\. 
( ) ©, (n, Q) ‚aa + Aı(n, P)); A,(n, P) o(p)? = W.».% [ p n) 


(2, 14) ©;(n, Q) ee II R + A;(n, p)) B (1 + A;,(n, 2) + A;(n, 4) + A;(n, 8)). 
<ps 
(2,15) &;(n,oo) = II (1+4A;(n,p))-(1+ As(n,2)+ A;(n,4))-(1+ As(n,3)+ Azs(n,9)). 


3<pso 


(2, 16) ©,(n, Q) a) II (1 + A,(n, Pp)) ä (1 + A,(n, 2) + A,(n, 4) + A,(n, 8)). 
2<p<sQ 
(2,17) ©&,(n,Q) 2a I R + A,(n, P))’ (1 + A,(n,2) + A,(n, 4)). 
<ps 


11* 
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A,(n,q) (@=2,...,5) ist durch (2, 3) mit (2, 12) bekannt. Wir suchen nun hin- 
reichende Bedingungen dafür, daß ©,(n,@) > 0 ist. 


Lemma 2.6: Sei n=0 mod 2 und n=£1 mod p für alle Primzahlen‘ p> 2 mi: 
(p—A)|k. Dann gibt es Konstanten c;, > 0 und c„, > 0, so daß 


Ca ' (log Q) HH < &,(n,Q) < c2, : (log Q)? 

gt. 

Beweis: Nach Lemma 2. 5 ist, wenn M(p, n) die Lösungsanzahl von, +4 =n 
mod p mit p + x,2, bezeichnet: 

An, pP) = (p— 1)? {p- M(p,n) — (p—1®}. 
Offensichtlich ist M(p,n) = p—1— M’(p,n), wobei M’(p,n) die Lösungsanzahl von 
5 =nmod p mit p 4 x, ist, also wird: 
A,(n, pP) = —(p — 1)? {p- M'(p,n) —(p—1)}. 

Da0<M'(p,n) sk ist, so gilt: 


1 kp 
—— A,(n, P) =; 1 GI 





also 
max(p—1; kp—p+ Ist 
(—1)? 
Für p=2 ist 1+A,(n2)=2>0. Für 2<ps2k+1 ist O<M'(p,n)<p—?2 
nach Teil I, Satz II, 1, Korollar. Also ist 1 + A,(n, p) > 0. Somit ist: 
S:nQ)- M At+Amp), I (+ An, p)) 
+1<p=sQ 


2sps2k+ 


(2,18) |A,m,p)| < 





für p>2k +1. 


=6s° I (A + Aı(n, ») mit 03 >0. 


2k +1 <p<sQ 


Und es ist nach Prachar (18), Satz 5. 5 (S. 28) und Satz 4.1 (S. 20): 


k+1 
n G+Amp)> ı (1-#2)2e-.n(1-,) > c, * (logQ) «+ 


2k+1<pSQ 2k+1<psQ »p<Q 


(5, > 0) 
und 


2 Ber. 
n + Amp)sm(l+,)sem(1+,)<c 000%, 
%k+1<psQ »<sQ »<Q p 
Lemma 2.7: Sei 
a) falls k RS n 0 mod 2, n & 2 mod 3. 
b) falls k gerade: =3 mod 24, 
n #=1 mod p für alle Primzahlen p mit p =3 mod 4 und 
(r—1)|k 
und n=20 mod5 für 4tk 
n=0,2mod5 für A|k. 
Dann ist mit positiven, von Q unabhängigen Konstanten ca, - - -, Ca 
Cs ' (log Q)"*" < &,(n,Q) < ca: (log Q)**r. 


Beweis: Folgt aus Hua (12), Lemma 13 bis 17 und 19; bezüglich der Formulierung 
vgl. man das dortige Theorem 1. 
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Lemma 2.8 (Chowla-Davenport): Sei 121 ganz. x,,..., m mögen zu m ver- 
schiedenen Restklassen mod p!, Yı,..:,Ys zu s verschiedenen Restklassen mod p gehören. 
Dann stellt + y; (i=1,...,.m; j=1,...,s) mindestens min (p!, m +s—-1) ver- 
schiedene Restkiassen mod p! dar. 

Beweis: Vgl. z.B. Hua (13), Lemma 1. 6. 

Lemma 2.9: See ö=(k,p—A). Für 1sxz<sp-—1 durchläuft dann x* mod p 


genau (p za verschiedene Reste. 


Beweis: x* = y mod p hat für (y, p) = 1 genau ö oder 0 Lösungen. 
Lemma 2.10: Die Kongruenz 
atztstmtymnmdp, ptn m my, p23 

ist stets lösbar, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

a) 3t+k, 

b) 3|k, 2+k: n&0 mod 7, 

c)6|k: n#&0, 2mod 7. 

Beweis: 1) Sei p=13. Nach Lemma 2. 9 gibt das Polynom x? mod p für 
pP—1) 

3 


ı<xrsp-—.1 wenigstens inkongruente Reste. Mit Lemma 2.8 folgt, daß 


2(p—1) 
3 


+2 für 1<x, 2, Sp—1 wenigstens — 1 verschiedene Reste mod p gibt, 


und wiederum mit Lemma 2.8 folgt, daß # ++. für 1<xz,..,., sp—i 
4p—l) , 
3 
p Z 13 die gegebene Kongruenz stets lösbar. 
2) Si 2 <p<A3 und 3+(p— 1). Dann gibt x? nach Lemma 2. 9 für 
1<sxz<sp-—1 genau p—1 verschiedene Reste mod p, und die unter 1) verwandte 
Schlußweise ergibt leicht die Lösbarkeit der Kongruenz in diesem Falle. 


wenigstens min (r, 


— 1) = p verschiedene Reste mod p gibt. Also ist für 


Zu untersuchen bleibt somit nur noch p = 17. 

3) Sei p=7. Man verifiziert, daß # ++ x für 74x, '2,°2,' x, genau die 
Kongruenzwerte 0, 2,3,4,5 mod 7 annimmt. 

a) Im Falle 34% gibt y* für 7 4 y nach Lemma 2. 9 wenigstens 3 Kongruenzwerte 
mod 7, und ++ E71 + y nach Lemma 2.8 wenigstens min (7,5 +3—1) =7 
Kongruenzwerte. 

b) Im Falle 3|k, 2+k ist „=+A oder —1i mod 7 für 7+y. Somit nimmt 
2 ++ 2x + y alle Kongruenzwerte mod 7 außer O an. 

c) Im Falle 6|%k ist y* =1 mod 7 für 74y, und & ++ 2% + y* nimmt für 
T42,°23°23°2,°y alle Kongruenzwerte mod 7 außer 0 und 2 an. 

Lemma 2.11: Es sei n=1 mod 2 und 

n=—2,0,+2mod 9 für 3|k, 2 tk, 
n =—2,0,2,4 mod 9 für 6|k. 
Dann ist 
1 + A;(n,2) + A,(n,4) 24:25, 
1 + A,(n,3) + A,(n,9) 29-6. 

Beweis: Nach Lemma 2. 5 genügt es zu zeigen, daß unter den angegebenen Vor- 

aussetzungen die Kongruenzen 


(2, 18) +" +ä+yf=nmod4 mit?2+n''2,.y 
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bzw. im Falle 3 4 k (dann ist nämlich nach Lemma 2.1 A,(n, 9) = 0) 
(2, 19) “+ +üä+yf=nmoe3 mit34n'2,'y 
bzw. im Falle 3| k 
(2, 20) + +Ää+yf=nmod9 mit342,‘2,'y 
jeweils wenigstens eine Lösung besitzen. Für (2, 18) ist dies leicht zu verifizieren, die 
Lösbarkeit von (2, 19) ist in Lemma 2.40 enthalten. Man rechnet nach, daß für 
342,°'"x, die Summe x? ++ z$ mod 9 genau die Kongruenzwerte 0, 2,4, 5,7 
annehmen kann. Da für ungerades k und 3|k und 34 y 
y*= +1 mod 9 
ist, so ist 
3 3 — 
at ++ f=1,3,4,5,6,8 mod 9. 
Für gerades k und 3|k und 34 y ist y* =1 mod 9, also 
+++ =41,3,5,6,8 mod 9, 
woraus die Behauptung folgt. 
Lemma 2.12: Es sei n=1 mod 2. Weiter sei 
n=&0, +2, —2 mod 9 « 
VE nd? } für 312, 24% 


n=#0, 2, 4, 7mod 9 j 
n=0,2 mod 7 } rar 61%. 


Dann gibt es zwei von n unabhängige positive Konstanten cz; und cz, so daß 
0 ii Cas s ©;(n, ©) s Ca9 
gilt. 


Beweis: Nach Lemma 2.3 ist | A,(n,p) | <2°?-3*-k- p- 


mn t+Aamm)2 m (ip 


p Z (25-34. k)* p z(2°-3°-k)' 


bzw. 


und 
(1 + As(n,2) + As(n,4))- (1 + As(n,3) + As(n,9)) IM (l+ Asn, p)) 
3<p< (23-34. k)* 
ist nach Lemma 2.5, 2.10 und 2.41 unter den angegebenen Voraussetzungen größer 
bzw. kleiner als eine positive, von n unabhängige Konstante c;, bzw. c5,. 


Lemma 2.13: Es sei p=3, (p—1) tk. Dann gibt fü A <Sx,ysp—i de 
Ausdruck 
x? + y* mod p 
3 5 ; 
wenigstens 7° P -: verschiedene Kongruenzwerte. 

Beweis: Wir verwenden die Methode, die Roth in (21), Lemma 24 und 25 an- 
gewandt hat. Wegen (p— 1) + k gibt es Zahlen yund —a mit pt yund —a=1modp 
und y* =—.amodp. 

Die Kongruenz x? + y* = u mod p ist mit #0 mod p und y = 1 lösbar, wenn 


(u— 1) =0 mod p quadratischer Rest mod p ist. Es gibt P > solche ebengenannten 
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quadratischen Reste. Die Kongruenz x? + y* = u mod p ist ebenfalls lösbar, wenn 
(u— 1) #0 mod p quadratischer Nichtrest, aber (u + a) #0 mod p quadratischer Rest 


mod p ist, und zwar wieder mit x =0 mod p und y = (0 mod p. Es bezeichne () das 


Legendresymbol. 
Sei b(p) die Anzahl der Zahlen u mit (u— 1) = 0 mod p, (u + a) #0 mod p und 


u—1 (ra) 
—) = —1; (——] = +1. 
Ir 


Dann gibt x? + y* (p+x,p ty) wenigstens e- 
werte mod p. Um die Behauptung zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß 4 -b(p) z2p — 3 
ist. Es ist 
nd u—1 u+ta 
m -2 (-—)+1)-() +1 


u=2 
ura=0 modp 


ee) 


us-—-amodp 


p—-1 
Nun ist nach Landau (15), Satz 79 3 (2)- 0, also wird: 


z=1 


erg tee 


u#=-amodp 


- + b(p) verschiedene Kongruenz- 








Nun stellt (u— 1) (u, — 1) = (a + 1)? mod p eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den Zahlen u mit 2<u<s<p, u&—amodp, und den Zahlen u, mit 2<u, <p, 
u, #—-a mod p her. Außerdem ist 


(u—1)?- (u—1) (u—1+1+a)=(a + 1)?- ((u— 1) (u—1) + (u —1)(a+1)) 
= (a + 1)?- ((a +1) + (uw —1)) 
=(a+ 1)?-(a+ u,) mod p. 
Somit ist 
’ (u-Na+a\_2 (mM w—1)w—1+1+a) 
. | p )=2 | p ) 


u=2 u=2 
us —amodp u$#-amodp 


1 a -E- 


u#=-amodp 











Mit diesem Ergebnis wird 


4-b(p) = p—2+( 





a 


12p—3. 
p p )+ e 


Lemma 2.14: Sei p > 2. Hinreichend für die Lösbarkeit der Kongruenz 
(2, 21) 2 +y!+z!+v=nmodp 

in ganzen Zahlen x, y,2,v mit pf x'y'z-v ist eine der folgenden Bedingungen: 
a) p >47 und (p—1)tk 
b)p=7 und p=3 mod 4. 
c) p=3undn=0mod3 für2+k bzw. n=1mod3 für 2|k. 
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d) p=5 und n #1, 3 mod 5 für 2|k, At k, 
n =0,14,3 mod 5 für A| k, 
n beliebig für 2+k. 

e)p=13. 

f) pZ17 und p=1 mod. 


Beweis: a) Nach Lemma 2.8 gibt y* + z* wenigstens p mi verschiedene Kon- 


gruenzwerte mod p für 1< y, z< p—. 1. Nach Lemma 2.13 gibt =? + v* fürpt x v, 


(p—1)tk,p 23 wenigstens = — verschiedene Kongruenzwerte mod p; somit gibt 


22 +y!+z!+vfürpz17 


nach Lemma 2.8 mindestens min (r. Pn + 7 7 — ı) = p verschiedene Kon- 


gruenzwerte mod p. 
b) Für p = 3 mod 4 ist (p — 1,4) = 2, also gibt y* mit p + y nach Lemma 2. 9 


genau p m verschiedene Kongruenzwerte. Zweimalige Anwendung von Lemma 2.8 


liefert, daß x? + y? + 2* für p=27 und p+ xyz wenigstens p verschiedene Kon- 
gruenzwerte mod p gibt. 
ec) Fürp=3 und 34x :'y-zist 22 + y*+ z*=0 mod 3, so daß die Kongruenz 
(2, 21) äquivalent mit v"=n mod 3, 34 v, wird. Diese ist genau dann lösbar, wenn 
n=0 mod 3 und 24%, oder n=1 mod 3 und 2| % ist. 
d) Für5ty-zist y’-+z*=2mod)5, also (2,21) äquivalent mit 2? + v* = n—2 mod5. 
Für5+xist 2 =-+ 1mod5. Ist k ungerade, so ist v? = n — 2 — x? mod 5 stets lösbar 
mit5+x-v.ImFalle2|k,4+kisto® =+ 1 mod 5, falls5 + v. Also ist 2? + vo =n mod5 
genau fürn = 0, 2,4 mod 5 mit 54 x v lösbar. Im Falle 4|k ist v"=1 mod 5 für5 tv, 
und x? + v®=n—2 mod 5 ist genau dann mit 5 x - vlösbar, wenn n = 2 oder 4 mod 5 ist. 
e) Für p =13 verifiziert man leicht, daß x? + y* + z* mit 134 xyz alle Kon- 
gruenzwerte mod 13 annimmt, so daß (2, 21) stets lösbar ist. 
f) ®). 
Lemma 2.15: Sei p> 2. Hinreichend für die Lösbarkeit der Kongruenz 
(2, 22) 22 +y?’+z2°+vk=nmodp mi ptx-y'z’v 
ist eine der folgenden Bedingungen: 
a) p>217 und (p—A)tk. 
b) p=25 und p=—A mod3. 
ec) p=3undn=0mod3 für 2|k, 
n beliebig für 24 k. 

d)p=7undn=+1mod7 für 6|k, 
n=—1mod7 für 3|k, 2t+k. 
n beliebig für 34 k. 

e) p=13 oder p = 19. 

pZ3i. 


4) Wie bei Hasse, Vorlesungen über Zahlentheorie, Berlin 1950, S. 152—155, zeigt man, daß für p = 1mod4 
die Lösungsanzahl der Kongruenz z? + y* = u mod p mit p + zy größer als p— 1 — 2yp —6 >21 für p> 17 ist. 





dd 
ist, 
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Der Beweis verläuft völlig analog dem Beweis von Lemma 2. 14.5) 


Lemma 2.16: Die Kongruenzen 


(2, 23) 2+y!+z!+vt=znmod8, 2t+x-y'z’v 
und 

(2, 24) 22+y’+z°+v=nmod8, 2tx-y-z-v 
sind lösbar, wenn n=0 mod 2 ist für (2, 24), 


n=0(0 mod 2 und 2}+k für (2, 23), 
n=4 mod 8 und 2|k für (2, 23). 


Beweis: Für «=1,3,5,7 mod 8 ist 2 =1 mod 8 und x! =1,3,5,7 mod 8, 


(=1,2,...), woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 
Lemma 2.17: Sei, 
falls k ungerade ist: n=0 mod 2 und n #0 mod 3. 


falls k gerade ist: n =4.mod 8, 
n =1 mod 3, 
n =1,3 mod5, 


n =0 mod5, falls 4| k. 
Dann gibt es positive, von n und Q unabhängige Konstanten c,, und c,, mit 
0 < cz (log Q)FR < S,(n,Q) < ca‘ (log Q)*"?°#, 
Lemma 2.18: Sei, 
falls k ungerade ist: n=(0 mod 2; n#—1 mod 7, wenn 3|k; 
falls k gerade ist: n=0 mod 2, 
n =0 mod 3, 
n=-+1 mod7, falls 6| k. 
Dann gibt es positive, von n und Q unabhängige Konstanten c,, und c,, mit 
0 < 6: (log Q) "FF < &,(n,Q) <cg (log Q)” or, 
Beweis für Lemma 2.17 und 2.18: Nach Lemma 2. 3 ist 


|Asn, |< 2-32.5<20.36-° und | A,(n, p) | <2.36-2. 


Somit ist in beiden Fällen 


1I A+A(Kn,p)2 I (1 5) > c' + (log Q)-*3%* 


2°.36-k <psQ 2%.36-k <p<Q 
bzw. 


s + (log ai (j Eau 4, 5), 
wegen Prachar (18), Satz 4. 1 und 5. 5 auf S. 20 und 28. Daß 
0<e"<s M (l+4;,m,p))- {+ A,n,2) + A,(n,4) + A,(n, 9} <e"" 


2 <pzs2'-36k 


gilt, folgt aus Lemma 2.14, 2.15 und 2.16 in Verbindung mit Lemma 2. 5. 


5) f) folgt aus Lemma 2. 13 und 2.8, angewandt auf 
x +2 +y’=umodp. 
Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 1/2 12 
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3. Ein weiterer Satz über das „Singuläre Produkt“. 
Sei: 
k 
(3,1) P=[VYN] (N hinreichend groß, k>1 ganz). 
(3,2) n sei eine kleine, fest gewählte Zahl mit O<n <3- 
Die ganze Zahl w > 0 sei fest vorgegeben. 
3,3), =1,n =2— nn, =3—2n..,=w+1l—w:n. 
„nase A. 
20 W*oy|l 
(3,5) B(n,g) sei eine zahlentheoretische Funktion von q und n mit folgenden 
Eigenschaften: 


a) B(n,g) ist multiplikativ, d.h. B(n,g) = II B(n, p”). 
»" lie 





(3,4) X = 18 P- 


b) Es ist | B(n,p)| <c&,'p’”' und 
| B(n, g)| < (c,,)”® -g”" mit von n und p bzw. qg unabhängigen 
Konstanten c, > 0 und c, > 1. v(g) bezeichnet die Anzahl der 
Primteiler von g. 

c) Es ist B(n, p) =0 fürp>2,f/22, f ganz. 

d) Es ist B(n, 2‘) = 0 für t>4, t ganz. 

e) Bin+gq,9) = B(n,g). 


I91ı9a 
f) 2 Bin, 91) : B(n, g.) = 0 für gı #- 
(3,6) Q = [X]. 
(3,7) ©&(n,Q) ., a“ + B(n, p))- (1 + B(n,2) + B(n, 4) + B(n, 8)). 
p= 
(3,8) S’(n)= 53 Bin,g); A ist eine feste, von k abhängige Zahl. 


q<(log N) 


Dann gilt 


pk 
Satz 1: 8 (S(n, Q) — & (n))? =O(P*- (log P) + twnte), 
n=1 


Lemma 3.1: Y sei eine hinreichend große Zahl. Dann gilt: 
1 1 
3 er) set) 


(3, 10) Aus den Primzahlen p < Y lassen sich höchstens 2*'”) verschiedene quadratfreie 
Produkte bilden. 


Beweis: Nach Estermann (7), S. 15 ist 


Zlgp= Y +0(Y-esp(—zg9Vios Y)), 


»sY ’ 
woraus (3, 9) folgt. 
(3, 40) folgt einfach durch Abzählen der möglichen Produkte. 
Lemma 3.2: Die Funktion 


10) =(2), 0<z<mo, C>0 








ie 


rer 
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1 ' ’ „ol ' A 
+ C ein Maximum; h(z) ist in 0 <z << z, monoton steigend und in 


hat an der Stelle z, = 


zu, <2z < oo monoton fallend. 


Beweis: 
En) = h(z) - (log C — 1 —- log 2). 
Lemma 3. 3: 
i 7 
1 Em—SnQd-  Z, a Bingd+oler(-;:X)), 


esspnlt-3) 
wobei O(gq) =0, + 1 oder — 1 unabhängig von n ist. 

Vorbemerkung: Es ist B(n, q) = 0 (nach (3, 5) d) und e)), falls für eine Primzahl p 
mit p > 2gilt: p? | q, oder falls 16 | q. Wir brauchen daher nur über solche g zu summieren, 
die weder durch ein p? mit p > 2 noch durch 16 teilbar sind; dies deuten wir durch einen 
Strich ’ am Summenzeichen an. Wir sagen der Kürze halber, daß ein g, für das p?+gq 
für jedes p > 2 und 16 4 g gilt, die Eigenschaft E, hat. 


Beweis: Wir erhalten durch Ausmultiplizieren, daß 
(3, 12) S(n,Q) = zZ d(q) - B(n,g) 


1<sqsB8- I ? 
2<psX0n 
gilt. Dabei ist #(g) = 0 oder + 1, unabhängig von n. Wenn qg < X ist und g die Eigen- 
schaft E, hat, so ist stets d(g) = +1. 
Wir betrachten nun die in der Summe in (3, 12) auftretenden g mit der Eigenschaft 
E, und mit #(g) = + 1, die genau i„ Primfaktoren p„ mit X’m"! <p„< X» enthalten 


(m =1,...,w). Aus Primzahlen p mit 2<p< X lassen sich, wenn z(X) = &1 ist, 
psX 
höchstens 2”? verschiedene quadratfreie Produkte bilden. Demnach ist die Anzahl der 


genannten g, die also genau t„ Primfaktoren mit X’m "=! <p„< X» enthalten, höchstens: 
(3,13) 20. (#09)... (O0) 
t, A 
Wir setzzent=t,+ "+ t„. Nach Lemma 3.1 ist das Achtfache des Produktes aller 
Primzahlen + 2 unterhalb X höchstens exp (2X). Das Produkt von t Primzahlen, die 


zwischen X und X» liegen, ist höchstens X’«' = exp (o„'t-log X). Somit ist, wenn 


E 9.w 
wirt<s _ * —— voraussetzen: 
gXÄ n 


9.w X (23) (+3) 3 (3) 
ee re © . a 
aSenp(2X + ugX Ou log X) < P =FP . 
Wir zerteilen dementsprechend die Summe in (3, 12) wie folgt: 


(3, 14) z $ d(g)  B(n, g) = zZ d(q)  B(n, q) 
» 


1sgsB8- 


2<p< Xu u (5) 


8(q) - Bin, q) 


20 (x- 5) X 9.w 
Ist nung > P®\ ®, so enthält g notwendig t Primfaktoren p > X mitt > 


logX N 
12* 
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Nach dem Schubfachprinzip folgt, daß für wenigstens ein i„, etwa 2, gilt: 
Z 9 
L, >. log X X x 7 
Wegen (3, 5b) ist mit einer von n und g unabhängigen Konstanten c,, > 1, wenn 
v(g) die Anzahl der Primteiler von g bezeichnet: 


(c3,)”® 7° 
(3, 15) |B(n,g|=s 2 Se rar Fa 





Hieraus folgt mit (3, 13) und Lemma (3. 1) (8 -ITp<exp(X(1 +9))): 
»sX 


(3, 16) |Zu|l=| zZ d(g)  B(n, q)| 
19 ( m 5) 
p40 2 <qsB$- nm p 
2<psX0en 


<8-]JITp‘' 3 (Anzahl der B(n, q) mit E,, die genau {„ Primfaktoren p„ enthalten) 
SZ ka. | 


. w a(X°m) Im X'm 
x Bing] St" -esp (Kto) 2 el", ') 


1% 
m=1 1.=0 X’m-1"m 
m+j 


IT u} 


i-1 
z Yeyanlae) X ü 


Im 


log X 
re u © n(X°) Az 
Nun schätzen wir die einzelnen Summen unter Beachtung von . % ur ae ab: 


20 


tm=0 m 
XIm 
<1+ 5 exp {nlogca — tmom-ıl0g X + im + tmom log X — tm 108 tm} 
Im= 
XIm 
<s1+ 5 exp {im’ (1 +logcz, + log X - (1 — n) — log tn) } 


1 


X'm 
si+, exp {in(1og X (1-3 )—10g 1m} } 


In=1 


XIm r* 
BR: 
t=1 m 


2 Im 
Nach Lemma 3.2 wird das Maximum von (x' s” ‘tn ) an der Stelle 1,0 -2. X 
2 


2 
1l—--n 
3 


2 
angenommen, ist also gleich exp (: . x") und aus (3, 17) wird für m =1,2,..., w, 
m=#+j: 
1-2,\” 
mix 3” 4 1-3; 
(3,18) 1+ 3 1 <41+ X’m.exp (x ”) <expx 


In=1 


m m EN { & 
j0gX 3 ist, gilt für die eine Summe mit m = ]: 


(3, 19) ; ()" 5 Ss, >; | 


9 
zeyszi 


Da t, > 


Fr 1° y ; 
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2 t 
. ! 1-5n / 
Hier würde auf Grund von Lemma 3. 2 das Maximum der Summenglieder (x v. ) 
1 1-3 1-3 Rn 
für 1,0 =5° X 5” erreicht. Da 1, > t,, und (x ” 4) für 1, > 1,, monoton fällt, 
erhalten wir den größten Summanden an der unteren Summationsgrenze; demnach 
wird aus (3, 19): 


(3, 20) 2* < ur I L log X + loglog X + log n — log o)} 
; 


Nun folgt aus (3, 16) mit (3, 18) und (3, 20) für die Summe Zu |: 


2 zn 7 
u | sr[ 2 Er log eu + X (+2) +(w—1)- xr_sz} < exp (5° x) 
für hinreichend großes X. Wir haben also bewiesen: 


M) &mO- za: Bind+0lep(-;-X)). 


» (#3) 
ı<gs pt - 


Da, wenn g < X» ist und q die Eigenschaft E, besitzt, stets 9(g) = +1 ist, erhalten wir: 


N Em)—SnQ- 2, Na-Bind+olen(-5%)), 
rar 3) 


wobei 0(g) =0, + 1 oder — 1 unabhängig von n ist. 


Aus (3, 5b) folgt unter Beachtung von I" = =0(g), daß | Bin, 2 |=04"", 
also 
z | B(n,g | = O(P') 


ER „u (-3) 
ist, und somit folgt aus (3, 11) mit (3,4) und (3, 3): 
(3, 22) (© (n) u; ©(n, Q))* - | L 2 ' (9) £ B(n, ?) 


-;) 


NEE 


= (20 -B(n, 9)’ +0 (put ”). 


Aus (3,22) folgt nun mit der Methode von Davenport-Heilbronn 6) Austen 15) 
sofort der 


Satz 1: 
pk 
3 (© (n) — S(n,Q)} =O(P*- (log P)-WwtV+tent+e), 
n=1 


Beweis: Nach (3, 22) ist 


pk k— _ 
zeW—6 (n,Q)) = 2(2 d(g) Bin, + +olp 
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und 

z(2 6(g): Bin, 9) = } 0(g)* - B(n, g)? 

n\g 

pk 
92 5 a)‘ Pla) 2 Bin, 91)’ B(n,g)) = 2, + 2,. 
PER | u 
Wegen | B(n, q) | = O(g°-'), was aus (3,5b) folgt, ist 
ne isch 2 Deiee 


xusg<o 


also wegen (3,3) und (3,4) 

zZ, =0O(P* - (log P} "+ teste), 
Für q, #9, ist wegen (3,5e) und (3,5f) B(n + 9,9, 9:) = B(n,g.), (i=1,2) und 
'E Bin, q,) - B(n,q,) = 0. Somit ist: 


n=1 


pk 919: 
2 Bin, 9.) B(n, g)| < z | B(n, q)  B(n,) |< 1% 0 (1) "') = Old) 


(unter Verwendung von | B(n, q) | = O(g°-')). Damit wird 


1 
2,< P2 (9193)* = olp x) » 
(2-3 
zusg,<,sp\ 2 


und Satz 1 ist bewiesen. 


Um Satz 1 anwenden zu können, müssen wir nachweisen, daß 


a 
9,23) = (23) Alm =)" 2 HM Waunel—%:n) 
1Sasg 1Sjsr q 
“g)=1 
in den Fällen s = 1, 2, 4,5 (vgl. (2, 12) a), b), d) und e)) die Eigenschaften (3,5a) bis 
(3,5f) besitzt. Der Fall (2,412c) mit s=3,r=5, k='''=k,=3, k,=k wird 
gesondert behandelt (in Lemma 3. 5). 


Lemma 3.4: Die durch (3, 23) gegebenen Funktionen A,(n, q) (s =1, 2, 4, 5) besitzen 
die Eigenschaften (3, 5a) bis (3, 5f): 

a) A,(n,g) ist multiplikativ bezüglich q. 

b) | An, | sup", | All Ss)" q'. 

ec) A,ln, pP) =0 fürp>2, 22. 

d) A,(n, 2) =0 fürt 2A. 

e) A(ln+q,9) = Asln, g). 


I19a 


f) z A,(n, qı)  As({n, g) = 0 für g, #9 


Beweis: a) ist richtig wegen Lemma 2. 4; c) und d) folgen unmittelbar aus Lemma 2.1, 
e) ist aus (2, 3) ersichtlich. Um b) zu beweisen, genügt es wegen a), c) und | A,(n, 2‘) | <8 
für > 0, zu zeigen, daß 


iz . CH 
A, N) s— 
| A,(n, p) | > 
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ist. Wegen (2, 18) in Lemma 2. 6 ist 


Aula, ps. 


Für s = 2 folgt aus dem Beweis von Hua (12), EZ 17, S. 76, daß 


I(p—1)?- An, p)|S(p+1)’k:p+2-p(p—1) 
ist, also, grob abgeschätzt, 
IA 4k + 8 
- p 
Fürs =4 und s =5 gibt Lemma 2. 3 (2, 8), die Behauptung. 
f) Für q, # 9, und (a,,g,) = 1 und (a,,g,) = 1 ist 
4,92 + Q29ı #0 mod g,9. 


419 
Somit ist wegen I e -- 192 # GsQı, 
9192 


n=1 


n) = 0 (Vinogradov (28), Chap. I, Lernma 5) 
I19ı I919s 
ZAlna)Alng-2 2 7 2 Win, Welt.) 0, 


n=1 a,modg, «,modg j Qı9a 


Lemma 3.5: Für (2,120) (=3; r=5, k='''=k,=3,k,=k) setzen wir 
S;(n)= 3 Asln,g) 


q<(logN)A 
&,(n, oo) = 2 Asln, q). 
= 
Mit (2,15) ist dann 


(3, 24) S (n, 0) Eau S;(n, oo) 
und 


pk _:, 
(3, 25) 2(& (n, ©) — &(n)? < P*-(logN) ?. 


Beweis: Wegen Lemma 2.3 (2, 9) ist ©&;(n, oo) absolut konvergent; nach Teil I, 
Lemma 2. 4 folgt (3, 24). (3, 25) folgt aus Lemma 2.3 (2, 9): 


A 


3 
|m 9) Sn)|< zZ g* <(ogM *®. 
q>1ogÄn 
4. Analytischer Teil. 


Wir führen folgende Bezeichnungen und Voraussetzungen ein: Die ganzen positiven 
Zahlen k,,...,k, (r Z 2) seien vorgegeben. 


2 
(4, 1) pP = Im]. 
4) 4Pi<psP,0<,S,9,>0,(=4,..,r 
(4, 3) Sig t+@e+'+te-ı Sk. 


“ 4) Es sei entweder stets 0, = E (=1,...,r) oder aber für wenigstens ein 


,=gq, = 
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(4,5) Es gelte für die Lösungsanzahl ZL der diophantischen Gleichung 
Pt + + phran = pt 4 +4 pn 


in Primzahlen unter den Nebenbedingungen $ P% < P»p; s Pi (j=1,...,r) die Ab- 


schätzung 
L < Pe + +4,-ı)-k . (log Py’ss 


mit einer von P unabhängigen Konstanten c, > 0. 


(4,7) Ffieo)= 2 el(a-pj) 


Piss pe 


P*(a) = IE fe) 
RE 


H,(ß) = P 


max (2) ans . log m 


Wi, k; 


ei, 


G} (a, a, q) .. G} («) . 


G*(a) = ITG*(a); 
j=1 


(4, 10) NT, T>4A. 


Dabei ist A eine fest gewählte Zahl mit 
(4, 11) A > cy5* (üky + 4) 2er + (Ah, + 1) 2068. 


Wir teilen das Intervall [— ®,, 1 — w,] in bekannter Weise in Basis- und Supple- 
ment-Intervalle ein. Jedem Zahlenpaar a,g mit (a,g) =1 und 0 <g< (log N)“ und 


0 sa << g ordnen wir als BasisintervallM,, das Intervall M,,, = 7 — 09, = + @,| zu. 


Si = 2, Z M,.. Als Supplementintervalle bezeichnen wir die Punkt- 
1SgsiogiN 0s0<e 
4,9) = 
menge m = [— »,, 1 — o,]) — WM. Ist « €E m, so gibt es a, q mit (a, g) = 1, 
cs a log!N 
log! N <q <sN -log”“N und “7 s FRE 


Lemma 4.1: Sei «EM, also « - + ß mit | $| S w,. Dann ist für genügend 


großes R mit positiven Konstanten c,, c; und Cgg: 
R a 
(4,12) Zelap) Hurt. mM 0 (#° - exp “ ce, ° er), 
pk<R 9(9) m=2 1-7 
m -logm 
(4,13) Ff(a) =Gf(a,a,g) +0 (P%-exp (—c; log P)), 
(4,14) F*(a) = G*(a) + O0 (Paıt""ter.exp (— cu, Vlog P)). 


Beweis: (4, 12) folgt aus Hua (12), Lemma 6, S. 71. (4, 13) und (4, 14) folgen aus 
(4, 12) wie im I. Teil Lemma 5.2 aus 5.1. 
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Lemma 4.2: Auf m ist für A > (2k, + 1) 2°%? 
. A 
r en un = ————— 
| Fra) |< P% (log P)>* mit A, IE TI 
Beweis: 1. Teil, Lemma 4. 1. 
Lemma 4.3: 


1-o, 

f Bann S | F*(«) ? da & Pe +" t@r-D-Ert20r . (Jog Ps 240, 

m — ü 
sem 


Beweis: Wegen der Voraussetzung (4, 5) ist 


1-o,|r-1i1 


2 
f IIFf(e)| dad=L< Ppra++e-Dkr.(jog P)%, 
j=1 


ak, 


woraus wegen Lemma 4.2 die Behauptung folgt. 
Lemma 4.4: 
[= EZ 2 JSIF*le) —G*(a, a, g) |?da 
D7 


q<siogÄNn er Ma,q 
< Pat +te-kr.(Jog P)*4+".exp (— Ca Vlog P). 
Beweis: Nach Lemma 4.1 ist der Integrand ein 
o( Pat ten . exp (—- Cage . Vlog P )) s 


= in Sun =0 ((log P)'- P*) und die 


Anzahl der Summanden ist kleiner als log’‘N, woraus die Behauptung folgt. 
Lemma 4.5: Für 0 <|ß|<s} ist: 


die Länge eines Intervalles M,, ist 2@, 


R 
(4, 15) 2. < min (2R, | ß|-"), 


si 
(4, 16) H,(ß) < min (pe, |ß] ), falls 0, = 2. 
j 
(4,17)  H,(ß) < min (Pa, Pe&=D.| |), jals = g,. 
Stets ist ' 
(4, 18) H,(ß) < P%i. 
Beweis: (4, 18) ist trivial. (4, 15) folgt aus Teil I, Lemma 5. 4, Formel (5, 13). Sei 
nun 0; = g,, also nach (4, 8): 
e(m 
H,(ß) = P2 r ( p) 
PR kıpejkj m < peiki m 7 . log m 
Auf Grund von Abels Lemma (Teil I, Satz I, 2) und von 
| 2 e(mß)| < min (B,— B,,$ || B]|-") 


B,<zmsB, 
(Vinogradov (28), Chap. I, Lemma 6) ist: 
pri 4 : 
| H,(B)| < 2 emp |: pl) 
m=[2 Hiperi] 


peHki z d 
ca dam I Tec vo 





a kipejk; im 


rm. Pre), 


also gilt (4, 17). 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 1/2 





98 Schwarz, Zur Darstellung von Zahlen durch Summen von Primzahlpotenzen. II. 


Um (4, 16) zu beweisen, zerteilen wir — mit der Abkürzung M = max (2,2 *- Pejt;) _ 
die Summe 
131-1 pet 
ss —M_unLx ud 2. 
msmspi m logm 18171 
ı BR; 
<< (Bl =]|P] "r, 


2<sms|pj-! m 7 


1 


nnd wie beim Beweise von (4, 17) folgt 
4 - (1- -:) 
<|Bl*-|Bl 
= . 
Lemma 4. 6: 


1—- login qg-ı 5 


z G* («, a, q) d« < Pat te -kr.(]Jog P)®+94-:, 
Beweis: Nach Cauchys Ungleichung ist: 


=. 
sem 


zz! dx <log"'N 22° 7 "IG* Pda <logN- ZEN 


Hewan Iran 


Nun ist 


Ha= 2 3 — A, 


usmsrötim 3. log m 





wenn & die zu & konjugiert komplexe Zahl bedeutet, so ist 


| A,(B) |? = H,(ß) - H,(ß) = Hy(— B)  H,(— B) = | H,(— BP) |?, 





also 


[im ue Tr II Hp |°a = L Jar an jap; 


[077 - 0 


und es ist 


1—- a 2 1-o, 
S na, («—-) da = f II H,;(«) 2 de, 


u‘ -@ I 


denn für jedes reelle y ist 


+rY 1-0 
] \maumjan = [" Im. rap. 


= 0% 


Somit ist 


on |IWaan,? 2 
‚Freies -f Team a (e-7)[@ 
> IWaoy 
I f4 Gay | 7 Hıla) 2 da. 
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Also ist mit Lemma 4.5 und Lemma 2.2 (2,7) (W,,..% = O(4*°)) 
- +8 4| r 2 
I <q Sf II Hilo) da 
. = 


Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 
a) k,=k;'o, für alle j =1,...,r. Dann ist nach (4, 16) 


% (ex . 
di} 2 Diese 


IHR "<| < 
j= 


und es wird 


b) Oder aber g;, = g, = k,'k;,' für ein j,. Dann ist mit der trivialen Abschätzung 
H,(ß) < P®i für j + j, wegen (4, 17): 

"< || | Pa m?. Ir P#® 

it 


| 


und 


-gt+e u %,+20. ll 2 
I, <q pP ’*+n «> ‚+20. (| B |” dß 


- +8 2-£ kr 
7 ie au «(log P)"*. 


Da 50; > k, ist, folgt somit in beiden Fällen 
1 


J I U er 
.0<q #, - (log P)"*, 


und wegen r >22 
o;—Kk 


i -Z+tetl £u-k, 22 ir P 
J <log“ N: 5 gq .p s (log PP '«<P! - (log Py*+94-*, 
oe <iogÄN 
Lemma 4.7: 
2.2 . 


1- logÄN q-1ı 2:Zo,—k, 
(4,18) J= [ F*(a) — 2 T- are da<P ® «(log P)?, 


wobei 
| A-2-Ur 
(4,19) F=min{A— cu; TI +E)A}) mit A-7774 


Beweis: 
J=[+f[<[|Fr?da+2-[|Fr- 26* da 
m E73 m m j q,a& 
+f  ; 2da=J, +J,+J,+Jı 
E75 a 


 - 44 Hirt 
* ra Py«- 24 + (log pP)? 4 + 2 4 2 + (log Py%+94-+ 
+ (log P)?*+" - exp (— cas Vlog P)} 


13* 
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wegen Lemma 4. 3 (Abschätzung von J,) bzw. Lemma 4. 3 und 4. 6 in Verbindung mit 
Cauchys Ungleichung (Abschätzung von J,) bzw. Lemma 4. 6 (Abschätzung von J,) bzw. 


Lemma 4.4 (Abschätzung von J,). Man beachte exp (— c3 Vlog P) & (log P)" 4, 
Lemma 4.8: Es ist 
10gÄN 4-1 
(4, 20) EZ 3GC*aa,gy= 3 ©(n): y(n)-e(n«) 


q=1 a=0 0snso 
(,)=1 


10gÄN 1084 N 


(3,8) Sm)=z Angd=z ya" 
g=-1 gq=1 


und 





(4,21) yln) = P2 i 


Uprnle 2. a u * a 
teten log uı log u, u, *ı 


'\k 
u ( (59 ) suysrat 

Beweis: Wegen (4,8) und (4, 9) ist 
Wann DW eu,B) 
Y(q) uw=M 





Gy (a, a, q) u. 


’ 


1 
-E 
u; *-logu, 


Fi „ les+nl-H) 





G*(a,a,g) = j a 
. 9 Y(q)r Ups..% i 
r ‚IIu *-logu; 
j 


I War, e(n«) 
m et 5 P R 


- 2 m er‘ 
Y(q) 0sns we rg n HI (u; % £ log u) 





Hieraus folgt mit (3, 8) die Behauptung. 
Lemma 4. 9: 


-k 


(ehren 
a (r(n) — & (n) y(n)? =O\P ' - (log P) *). 


Folgerung: Für reelle Zahlen U ound U,mitO <U,<TU, < gilt erst recht 


(e$%.en 
(4, 22) zZ (rm) — &(n)- yin) =O\P - (log P)"*). 


U,<n<sUV, 
Beweis: Es ist nach (4,7) F*(«) = 5 r(n) - e(n«), wobei r(n) die Lösungsanzahl 


0snso 


von pt! + ---+ pfr=n unter den Nebenbedingungen (4, 2) bezeichnet. Bekanntlich 
ist für reelle yx: 

1—- 

f Z weine)’ da= 2 y. 

- oo, |1znsK 1snsK 

Der Ausdruck r(n) — © (n) : y(n) ist reell, weil 
m a 5 a 
P2 Wu e(—4n) re R-; TIW,.r, en) 


amodgj=1 amodgj=1 
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Fr 


ist. Also folgt mit Lemma 4.8: 
1—- 
z WS ymy=[ |Fra—-22'6*la, a, g)|?da, 
Osnso — ga 

und Lemma 4.7 gibt die Behauptung. 

Nun wollen wir die erhaltenen Ergebnisse auf die fünf auf S.83 genannten Exponenten- 
schemata (2,42) anwenden. 

Wir geben für diese fünf Fälle die Werte, die uns interessieren, in Form einer 
Tabelle an: 





rl Is |» |» I |% 
112. VI Te rt 


rn 
- 
u) 
x 








r> 


2) 





3) 


a 





4) 





>) 












































DIe| wmim| wme| wmim| 
om wm mim] > 


> 
om) am | Sr 





2(eı ++ o—kr 





k+2 





k+2 





7 
5k+2 





k+2 





re| mr 


k+2 

















Die Voraussetzungen (4, 3) und (4,4) sind für diese Werte erfüllt, ebenso (4, 5) 
wegen Lemma 1.2 und 1.3 sowie wegen Hua (12), Lemma 3 für den 2. Fall. 


Lemma 4. 10: Es gibt positive Konstanten c,, und c,, bzw. c;, und c;;, so daß in den 
Fällen 1), 2), 4), 5) für U,<n<U, gilt: 
1 1 1 1 
„la* "s) < ypÜn) <cy* „la* ".) e (loglog n)?"' 
(ognr =? . (log n)r 








Cz7° 


und im Falle 3): 


1 1 
-+ tz 


Gm *.(logn)” <yln) <e;"n’ *-(logn)”°. 


y(n) ist dabei durch (4, 21) gegeben. 
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Beweis: Die Behauptung ist für den Fall 3) einfach einzusehen, wegen der Be- 
schränkung der u, nach unten. Für die Fälle 1), 2), 4) und 5) wird 


1 





1? 


vıin= 2 rg "E 
BE ar FOR log un -logw "u Ku 
2su,<n 
so daß — da die Lösungsanzahl von u ++. =n mit 2<u,<n nach Teil I, 
Satz II,4 gleich e'n’"' + O(n’”?) ist — die linke Seite der Ungleichung trivial ist. Die 
rechte Seite ist für ns 25 durch passende Wahl von c,, zu erfüllen, für n > 25 folgt 
sie so: Wir beschränken u, auf 


(4, 23) n * (loglog n) +" <u,<.n: (loglog n)""; 
und summieren dann über alle Möglichkeiten für 
(0, 0,..,%) mt O0 So, <logn j=1,..,r) 
Die Lösungsanzahl Z,, a, von u, +'*-+ u, =n unter den Einschränkungen (4, 23) ist 


min ° 


n’"' (loglog n) 
(loglog n)ı ++ +0 





La, 23) 


Unter den Einschränkungen (4, 23) für die u, ist also 
1 





u, mit (4,23) 
ut +w=n 
u=22 


1 
1- — 1 
log u, **logu, u, Fı---u, 


—+t'++— 
(loglog n)rı +" tertr «nk kr. 





s L«4,23) ae pe. EBEN 

m (loglog n)hı" "Er - (loglog n)hı "N 
1 1 

‚ (loglog n)r + ming; . nkı“ “ 

o 0, = 

(loglog n)kı a 





Sc - Dfe,::.0) 


== E(n, 0, .,0,); 
wobei wir für D(o,,...,0,) setzen: D = (log2)"", wenn ein o, > loglog n ist, und 


5 1 


R -n (log n — (o, + 1) logloglog n) 





<Sc-(logn)",, 


wenn alle o, < loglog n sind (/ =1,...‚r). 


Wir erhalten somit: 


Olsen 0o,=0 LI EREEN 0o,=0 


o yo. 0o,=0 
0] >loglogn o,>loglog n 


loglog n log n 
= 5 a u; 3 +. E(n, 0,--., ei 


Wegen go, k, = k,fürallej =1,..„rundg, + "+ 0-ı 2 k, (vgl. (4, 3)) ist 


1 1 
+ tg 2 


1 > 
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min ° 


(loglog n) 





ni. 


%-1ı 


o 
(loglog n)ı“ "&_, 


0% 


Weiter ist 3 (loglog n) #r konvergent fürn >25 >e. Also ist 


o,=0 

"RE DO 
‚loglog n)’ - nkı kr 
(log n)r 





..07) Sc: (loglog n)’' 


Nun müssen wir noch die O-Glieder abschätzen. 


Wir unterscheiden zwei Fälle: 
1 


4 min o; < —— loglog n 
j=1,..4f En: 2k;, 8 5 


E 1 
2 min 0, > 
) je 1,..4f u 2k;, 


Im ersten Falle ist, da für n > 25 


loglog n. 


logn Mi. 
Z (loglogn) # = O(1) 
=0 


%, 


5 (loglog n) ®. Sc: (loglog n) 


0,,> loglogn 


2 ugies n 3 logloglog n 
ke <c:(logn) ® 
gilt: 
logn 
P} E(n, 0], On 0,) 
Os... o,=0 


0; >loglog n 


1 
min ° s 3, loglog n 
o 


un Zr. 4tn Rn 
< (loglogn)' - (loglogn)® nn "(log 2)’- 3 (loglog n) * 
e;, > loglog n 
E RREN _ _logloglog n 1 
< Eu ie 2 i z (log n) 2k;, 


: (loglog n)" < nf! r +(logn)"". 


Im zweiten Falle ist, da dann alle o, > L loglog n sind und wie oben 


min z 


(loglog n) 





si 


| u Fe 
(loglog na "5-1 
ist: 
P E(n, 0... .,0,) 
In 20,> z;-Ioglogn 
an _ 
< (loglogn)’ - nfı + (log2)""-(logn)’'- 3 _(loglogn) *r 


1 
> + loglog n 
% 
1 1 


—+:'.+.+——1 
< nt + .(logn)”. 
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Lemma 4. 11: Im Falle t = 3) (vgl. (2,12c)) ist 


7 Be. 
3 (rn — &,n,%): pn) = 0(P°"** -(nog P-? + (og 9°°}). 


U,<n<sU, 
Im Falle t=1), 2), 4), 5) (vgl. (2, 12a), b), d), e)) ist 

zZ (rin) — &(n, 0) yıln))? = O(P**?. {(log P)=" + (log PJ-+n+wn+e}), 

U,snsU, 

F ist durch (4,19), @ durch (3, 6) gegeben, y.(n) durch (4, 21). Der bei y (bzw. © bzw. ©') 
angefügte Index t soll angeben, in welchem der Fälle 1), 2),3),4),5) wir uns befinden, d.h. 
welche Werte für k,,...,k, nach (2,12) in der Def. (4,21) von y(n) einzusetzen sind. 
©,(n, @) ist durch (2, 13) bis (2, 17) gegeben. ©;(n) ist durch (3, 8) in Lemma 4.8 definiert. 

Beweis: Für reelle Zahlen z,, 2,, 2; gilt die Ungleichung 

(1 —3)?s2- ((zı —2)?+ (2 — 2,)?). 
Also ist 
Z (r(n) — ©ı(n, Q)  yıln))? 
<2-{3 (r(n) — © (n) yıln))? + 2 (S'(n) yıln) — S(n,Q).yıln))?} = &ı + 2. 

Z&, wird nach Lemma 4. 8 bzw. 4.9 abgeschätzt, und 2, wird durch Satz 1 (bzw. Lemma 3.5) 
in Verbindung mit der durch Lemma 4. 10 gegebenen oberen Schranke für y.(n) ab- 
geschätzt, woraus dann unmittelbar die Behauptung folgt. 

Korollar: Wenn die Zahl B >0 beliebig vorgegeben ist, so kann man w und A 
so groß gewählt vorgeben, daß F>B, + >Bund w+1—wn—e>B wird, so 
daß in den Fällen 1), 2), 4), 5) gilt: 


Z (r(n) — ©.(n, Q) : yıln))? = O(P**? (log P)"*?) 


U,<nsUV, 
bzw. im Falle 3): 
7 +2 ) 
92 (r(n) — &,(n, ©) Y(n)) = o(r - (log pP? . 
U,<nsU, 

Aus Lemma 4.11 folgt auf bekannte Weise (z. B. Prachar (18), Lemma 7.4, S.202) in 
den Fällen i = 1, 2,4,5 

Lemma 4.12: Die Anzahl R(N) der Zahlen n mit 2<n< P*, für die mit positiven 
Konstanten Cz9 bis Cya 


Ca, * (loglog P)“ < &,(n,Q) < ec, (loglogP)“ (t=1,2,4,5, vgl. (2, 13) bis (2, 17)) 


gilt und die auf weniger als; ©&.(n, Q) - yı(n) oder auf mehr als - &,(n,Q) - yı(n) Arten in 
der Formn = pi! +...+ pi (k,,..., k, durch (2,12) gegeben) dargestellt werden können, ist 


a4) 


R(N) = oln - (log N) 
©,(n, Q) ist durch (2, 13) bis (2,17), Q@ durch (3,4) und (3, 6) gegeben. 
Beweis: Wegen Lemma 4. 40 und Lemma 4. 11, Korollar, ist: 


R(N) 


1 „E ” pk 
7" 2 Togo, (oglog Prwz P2 (r(n) — &(n,Q)- y(n)) 


n=2 
rin)<3 Syoder r(n)>3 Sy 


< P*+?. (log P)"®, 
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k+ 


R(N) * < P*+?.(]og P)-?- (log P)' - (loglog P)”«. 
Lemma 4.13: Für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 
n=p+'"+p+P 
darstellbaren Zahlen 1<n<N, für die ©,(n, ©) > c;, >0 güt, haben wir 


(-B+10+e) 


5k 
R(N) < N (log N) Wo 


Beweis: Wie in Lemma 4.12 erhalten wir, daß für die Anzahl R,(N) der nicht- 
darstellbaren Zahlen n mit 


—1 
©;(n, oo) ” Cog F_ 0 und 5) N 2 “= . 5) (y 
gilt: 

(-B+10+0)- 2 


R,(N) = oln - (log N) en) 


Da 5)> N für y>5-log N gilt, so ist 


5logN 


14-8. 
R(N)<s 3 R,(N) on: (og N) +10 
y=-1 


art] _oQW (dog M-®) 


mit festem B’, das bei passender Wahl von A und w (vgl. (3,3)) beliebig groß ausfällt. 


5. Ergebnisse. 


Aus Lemma 4.12 und 4.13 in Verbindung mit den Lemmata 2. 6, 2.7, 2.12, 2.17 
und 2.18, die die zu Lemma 4. 12 und 4. 13 nötigen Voraussetzungen über die singulären 
Produkte liefern, erhalten wir nun folgende Ergebnisse: 


Satz 2: Sei NR eine Teilmenge der natürlichen Zahlen von der Art, daß zu N genau 
die natürlichen Zahlen gehören, die folgende Bedingungen erfüllen: 

(5,1) 3snsN, 

(5,2) n=0 mod 2, 

(5,3) n=#1 mod p für jedes p>2 mit (p—A)|k. 
Dann gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 

n=p+P 

darstellbaren Zahlen ne R für jedes feste B>0: 


R(N) <C(B)-N +» (log N)-?. 


Dieser Satz ist mit B= E E — von Hua (12) angegeben, mit beliebigem B (und 
in allgemeinerer Form) von v.d.Corput (2) bewiesen. 

Mit Satz II, 1 aus Teil I und Lemma II, 5.1 aus Teil I an Stelle von Lemma 4.1 
beweist man leicht folgenden weitergehenden Satz: 

Satz 2a: Es sei f(x) = a,2x"+ "+ a, ein Polynom vom Grade k Z1 mit ganz- 
rationalen Koeffizienten a,. Sei a, >0 und (a, 4,...,4r-,) =1. N sei eine Teilmenge 
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der natürlichen Zahlen von der Art, daß zu” genau die natürlichen Zahlen n gehören, die 
folgende Bedingungen erfüllen: 

(5,1) 3sn<sN (N genügend groß). 

(5,2) A+fll)=n mod 2. 

(5,3°) Für alle Primzahlen p mt 2<p<k+ 1 ist wenigstens eine der folgenden 
Kongruenzen nicht erfüllt: 


„rs, tau-n + °*° =( modp 
a, + A4p-n + ır429-n + °*' =0 modp 
+4_.-n +% =n mod p 
a,_2 + M-249-1ı F %-2420- + °** =0 mod p. 
Dann gibt es zwei positive, von N unabhängige Konstanten c,,(B)undc,,‚(B),sodaß die An- 
1 
zahl R(N) der natürlichen Zahlen nEN, die nicht auf wenigstens c,; * n* - (logn)”*- (loglogN) * 
1 


Arten und die nicht auf mehr als c,.* n* : (logn)”? (loglog N)? Arten in der Gestalt 
n = pı + f(p.) darstellbar sind, für jedes feste B>0 der Ungleichung 


N 
«= - 
R(N) <C(B) jog® N 
genügt. 
Satz 3: Sei % die Menge der natürlichen Zahlen n mit: 


(5, 4) 3<sn<N; 
(5, 5) n=0 mod2, n=2 mod 3 für ungerades k; 
(5, 5a) n =3 mod 24 
n=0 mod5 für Atk für gerädes k; 
n #0,2 mod 5 für 4|k 
(5, 6) n =41 mod p für jedes p=3 mod 4 mit (p—A)|k. 


Dann gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 
n=p+m+P 
darstellbaren Zahlen ne für jedes feste B>0: 


N 


R(N)<sC(B) "Tog®N 


(vet. Hua (12), Theorem 1, S.68, wo Satz 3 mit B= bewiesen ist) : 


EM 
k+2 
Satz 4: Sei N die Menge der natürlichen Zahlen n mit: 
(5, 7) 3sn<sN, 

(5, 8) n =4 mod 2, 


n #0, 2, —2 mod 9 


(5,9) n=0 mod 7 


} falls 3|k, 24 k, 


0, 2,—2, 4 mod 9 
(5, 9a) re } falls 6]. 





Schwarz, Zur Darstellung von Zahlen durch Summen von Primzahlpotenzen. II. 


Dann gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 


n=p+t'+pi+Pp 
darstellbaren Zahlen nENR für jedes feste B>0: 


R(N)< CB), a: 


Satz 5: Sei N die Menge der natürlichen Zahlen n mit: 
(5, 10) 3sn<sN, 
(5, 11) mod 2, 
(5, 12) mod 3, falls k ungerade. 
(5, 12a) = mod 8 
mod 3 


mod 5 
mod 5, falls 4|k 


Dann gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 
n=p+tmr+tm+tm 
darstellbaren Zahlen neR für jedes feste B>0: 


N 
08 


falls k gerade. 


N 
rn Se = 0 RE 
R(N)<C(B) jogsN" 
Satz 6: SeiN die Menge der natürlichen Zahlen n mit: 
(5, 13) 3<sn<N, 
(5, 14) n =(0 mod 2, 
(5, 15) n #—1 mod 7, wenn 3|k und 2} k. 
(5, 15a) n =0 mod 3 
n&# +4, —1 mod 7, wenn 3|k jae k gerade. 
Dann gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form 
n=p+tm+tPp+P 
darstellbaren Zahlen neR für jedes feste B>0: 
N 


6. Folgerungen. 


Aus den Ergebnissen des letzten Paragraphen lassen sich Folgerungen ziehen, die 
wir nicht alle näher verfolgen wollen. Aus den folgenden Beispielen wird die zu befolgende 
Methode, um ein „fast-alle‘“‘-Ergebnis in ein „alle‘“-Ergebnis zu verwandeln, klar werden. 


Lemma 6.1: Sei 


(6, 1) z=a, mod Pr x =pı. II p” 
(ei 


(i=1,...,m; alle Primzahlen p“ verschieden). y; sei definiert durch > -y=1 mod p". 


Dann ist die mod n eindeutige Lösung x der Kongruenzen (6,1) gegeben durch 
zz a,y;* 76 mod x. (Le Veque, Topics in Number Theory, 1956, I, Chap. 3—4, S. 36.) 


i=1 


14* 
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Es ist zudem (x, x) = 1, wenn (a,, p) =1 für i=1,...,m ist. Denn aus p®) | x würde 
folgen: 


i (i 7 " 
p” | a,yı 7 > pP" |zw Yi- 
Dies steht aber im Widerspruch zu 25 Yı =4 mod p"®. 


Aus Satz 2 folgt nun das bekannte Ergebnis: 


Satz 7: Jede hinreichend große ungerade Zahl N ist in der Gestalt N=p, + ps + ph 

darstellbar. 
Beweis: Nach Satz 2 gilt für die Anzahl R(N) der nicht in der Form n=p; + p} 
darstellbaren Zahlen n mit (5, 1), (5,2) und (5,3): R(N) < C(B) Tan EN für jedes feste 
N 


B>0. Um Satz 7 zu beweisen, genügt es nachzuweisen, daß es Be als C(B) "Tog® v 


Zahlen der Form N — p, (N ungerade) gibt, die (5, 1) bis (5, 3) erfüllen. 
Für jedes p®” >2 mit (p” —1)|k gibt es ein a(p“) mit a(p'”) = N mod p” 
und a(p”) &1 mod p” (i=4A,..., J). Sei 


J 
z=IIp”. 
uf 


Die Kongruenzen x = N — a(p“”) mod p") sind gleichzeitig lösbar durch 
ein x mod x mit (z, n) = 1 nach Lemma 6. 1. Auf Grund des Primzahlsatzes 


gibt es unterhalb N — 3 mehr als c, * ae Primzahlen p, > 2 (cas > 0) mit 


pı Z x mod r. Für alle diese Primzahlen ist N — pı, =0 mod 2, 3< N —p, SN und 
N—pı =N—x=a(p”) #1 mod p“ für jedes p” > 2 mit (p" —1)|k, also sind 
(5, 1) bis (5, 3) erfüllt und Satz 7 ist bewiesen. 
Ganz analog folgt: 
Satz 7a: Sei t ganz, fest gewählt, ebenso G = 0. Sei k ungerade, und 
N 
> Maar - 
N,=2N, 2 NZ go‘, 
seien hinreichend große, ungerade Zahlen. Dann kann man gleichzeitig mit derselben Prim- 
zahl p, die Zahlen N,,..., N, in der Form 


N =p+m+tPp 
N =p+pm+P 


N, =Pı+Pa+ Peızı 
darstellen. 
Beweis: Durchläuft p, > 2 die Primzahlen unterhalb N, — 3, so gelten für 
n = N — pı die Bedingungen (5, 1) und (5, 2). (5, 3) fällt weg,dak =1 ? 2 ist. Es gibt 


somit nach Satz 2 höchstens C(B) - Zahlen n = N, — pı, die nicht in der Form 


N, 
log# N, N, 
n = p, + p% geschrieben werden können. Da es mehr als c,- - 177 Am > "N, (logN,) “+” 

t 
Primzahlen p, mit 2<p, <N,—3 gibt und B>G + 1 gemacht werden kann, gibt 
es mehr als > «N, : (log N,) +!) Primzahlen p,, so daß N, — p, = p» + pk ist. Auf die- 
selbe Weise Ba wenn wir p, die soeben konstruierte Primzahlmenge durchlaufen lassen, 


daß es mehr als 7 —.N, (log N,)-“+» Primzahlen p, gibt, für die N —p, =p + pi 
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und gleichzeitig N, —p, =p, + Pp% gilt. Die Fortsetzung des Verfahrens liefert die 
Behauptung. 

Die folgenden Sätze 7b und 7c geben uns einen etwas anders gearteten Beweis 
des Theorems 2 von Hua (12), S. 68. 


Satz 7b: Sei k ungerade, N gerade und hinreichend groß. Dann ist N in der Form 
N=p+p2+Pps + pi darstellbar. 
/N 
= unddn=N—p—p ist n=(0 mod 2 und 
3<n<N. Somit ist Satz 2 anwendbar. Um die Behauptung zu beweisen, genügt der 

IR r 

Nachweis, daß unter den Zahlen N— p! — p},2 <p,P: < I wenigstens C,g° Tog TN 
verschiedene sind (mit festem 7). Hierzu folgen wir Roth (22), S. 278/279: Wenn r(n) 
die Lösungsanzahl der diophantischen Gleichung n = x? + y? bezeichnet, so ist nach 


Hua (12), Lemma 3: 


Beweis: Für 2 < p,, Ps I 


O(N -log N). 


1, wobei o,(n) die Darstellungsanzahl von n in der Form 
e1(n) >0 Fr 
n=pi + p mit 2<p,Pp < > bezeichnet. Dann ist: 


um. — 1. 
3<n<N-3 
e,(n) >0 


ın)<N-logN 


und ferner 


2 2 + 
AN) 2) >c» . 


2 log! N 


ist, so wird 
‘ s Fr N 
D,(N) = c-N?®- ((log N)* -Nlog N) u "TogiN’ 

woraus die Behauptung folgt. 

Satz 7e: Sei k gerade, N ungerade und hinreichend groß. Sei weiter N =0 mod 3. 
Dann ist N darstellbar in der Form 

N=p+tm+tPp+P: 

Beweis: Der Beweis verläuft analog dem Beweis von Satz 7b; wir müssen nur noch 

zusätzlich erreichen, daß für jedes p” > 2 mit (pP — A) |k i=1,...,J) gilt: 
(N— pi —p2) #1 mod p®. 


Dazu beschränken wir einfach die Primzahlen p, und p, in geeigneter Weise. 
Da k gerade ist, ist (3—1) |k. Wegen N =0 mod 3 und p?=1 mod 3 für 3+p 
ist V— p!— p2 #41 mod 3. 
Sei nun p”” >3 und 
Fi u p = 1p®. 
-1 


ee 
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Wir verlangen, daß p, =1 mod x sei. Weiter gibt es für i=1,...,J ein 
a(p) #0 mod p®, so daß (N —1)— pi #4 mod p” für alle Primzahlen p, mit 
pı = a(p“”) mod p“” wird. Wegen Lemma 6.4 und dem Primzahlsatz für arithmetische 


Progressionen gibt es unterhalb m mehr als c,, * VN - (log N)-! Primzahlen p, mit 


pı = a(p") mod p” für i=A,...,J. Daraus folgt analog Satz 7b die Behauptung. 
Anmerkung: Satz 7b und 7c lassen sich auch aus Satz 3 herleiten. 
Satz 8: Sei N ungerade und genügend groß. Sei N =1 mod 3 für ungerades k, und 
N =5 mod 24 für gerades k. Dann ist N darstellbar in der Form 
N=p+t'+Pp+P:- 
Ein etwas allgemeineres Ergebnis dieser Art hat v. d. Corput (3) erhalten. 
Der Beweis benützt Satz 3. 


) Sei k ungerade. Es ist N — pi — pi = A mod 2 für p,, Ps > 2, und 
N—p— ee =N—2=2mod3 wegen N #4 mod 3. Danach verläuft der Beweis 
wie der von Satz 7b. 


b) Sei k gerade. Da (von p = 2,3 abgesehen) p®=1 mod 3 und p?=1 mod 8, 

also p =1 mod 24 ist, so ist, wegen N =5 mod 24, N— p — p =3 mod 24 für 

N 

3< Pı, Pa < FR: 

Wir beschränken nun wieder p, und p, auf geeignete Kongruenzwerte. Modulo 5 

geben wir in Form einer Tabelle an, welchen Kongruenzwert p, und p, haben sollen, je 
nach dem Kongruenzwert von N mod 5. 





N Pı Pa N—p —PB 








3 
1 
4 
3 
4 


Somit ist stets N — pi — p2 #0, 2 mod 5. 

Bezeichne x das Produkt aller Primzahlen p® >5 mit p® =3 mod 4 und 
(p’ — 1) |k. Dann ist es wie im Beweise von Satz 7 und 7c möglich, eine Zahl x mit 
(z,rx) =1 zu finden, so daß für jedes p“” mit p® >5, p® =3 mod 4 und (p® — 1) |k 
gilt: N— p2 — pi #1 mod p””, wenn nur p, = x mod x ist. 


Setzen wir noch 
D.(N= zz 1, 


3<n<N-3 
0,(n) >0 


wobei o,(n) die Darstellungsanzahl von n in der Form n=p7+p3 mit p, =x mod 
ist und wo p, und p, die durch die Tabelle gegebenen Kongruenzwerte mod 5 haben, 


so ist wie in Satz 7b: D,(N) > c,,° - woraus die Behauptung folgt. 


N 

logsN’ 

Satz 9: Wenn N ungerade und genügend groß ist, so ist N darstellbar in der Form 
N=p+t'"+pm+B; 
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Beweis (mit Hilfe von Satz 4): Sei 


1 


1,5 3 3 
(6, 2) 5N<pnm<;N; 


1 
27 N”, 


1 nö ni <’ 
= — Ps» Pı = 4 

Wir beschränken weiter p,, . - -, ?,, indem wir durch die folgenden beiden Tabellen 
je nach dem Kongruenzwert von N mod 7 bzw. mod 9 die Kongruenzwerte von p,,. - -, Pa 
mod 7 und mod 9 vorschreiben: 





(6, 3) mod 7 mod 9 
Pı Pe Ps Pı N—p—'—p Pı Pz Ps Pı N— MN ——p 


—1-—1 —1 1 1 1 
1 —1 1 —1 1—1 1 —1i 

—1-—1 —i —1—1-—1 —1 
1—1 1 —1i 1—1 1 —i 
1 —1 1—1 —1—1—1 1 
1 —1 1 —i 1—1 1 —1 
1 —1 1 —i 1—1 1 —1 
1 1 1—1 
1 —1i 1 —1 





oooumrwpmero|®\> 
mau oawoar un 





In jeder der 63 Möglichkeiten für N mod 63 sind damit die Kongruenzwerte von 
Pi: -, Pa mod 63 so festgelegt, daß 


0, 2 mod 7 
Harase ’ ’ 
ud Ps -/, 2, —2, 4 mod 9 


ist. Sei 


wobei o,(n) die Darstellungsanzahl von n in der Form n=p} +'-+ p} unter den 
Nebenbedingungen (6, 2) und (6, 3) für p,, - - -, Pa bezeichnet. 


Wegen Satz 4 braucht nur noch gezeigt zu werden, daß D,(N) größer als c,, - Tog”N 


mit einer festen Konstanten 7 > 0 ist. (Denn es ist N— p} — '— pi =1 mod 2). 


Dies geht genau so wie im Beweise von Satz 7b. Nach Lemma 1. 4 ist 


2.3 = o(E), 


wenn r;(n) die Lösungsanzahl von 
3 3 
n — TI -r eG & -H I 


unter den Nebenbedingungen 


1 4 


1,5 iu r 
ZP< 2 22 < 0, z0"< 2,2, <Q” 


ist. Und auf Grund des Primzahlsatzes gibt es jeweils mehr als 


1 
6 , MM 
9(63) logN 





+ 
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Primzahlen p,, ps mit (6, 2) und (6, 3) und mehr als 


4 
C54 . N 
9(63) logN 
Primzahlen p,, p, mit (6, 2) und (6, 3). Damit wird 
6 
N5 
Z 0s{n) >‘ log! N 


3<n<N-3 


und somit 








(on)? „a N’ legN"_,, N 
u 7 ® Jo N' 


Dun 2 Ze n 

Auf Grund der Ergebnisse des 5. Paragraphen lassen sich noch weitere Folgerungen 
ziehen. Man kann Kongruenzbedingungen für N finden, so daß sich jedes hinreichend 
große N in der Gestalt 

pP+p+ ++ 
oder 
pP+tpR+pr+Pp+tP 

oder in analogen Gestalten, wo p, durch p?-+ p’? oder durch p?-+ p’* + p’'* ersetzt ist, 
darstellen läßt. 

Wir geben noch ohne Beweis folgende Sätze an: 

Satz 10: Sei N =1 mod 2. Dann ist N in der Gestalt 

N=pn+trk+m+tm+Pm 

darstellbar, wenn N nur hinreichend groß ist. 

Satz 11: Sei N gerade und hinreichend groß. 

Für ungerades k sei N #2 mod3. 

Für gerades k si N=0mod3 und N =6 mod 8. 

Falls 4| k ist, sei noch zusätzlich N == 3 mod 5. 

Dann ist N in der Gestalt 

N=p+m+m+Pm+tP+Pm 

darstellbar. 

Satz 12: Sei N ungerade und hinreichend groß. 

Für ungerades k sei N =0 mod 3. 


Für gerades k si: N =1mod3, N =7 mod 8 
N =4 mod5, 
N =1 mod5, wenn A |k. 


Dann ist N in der Gestalt 
N=p+tM+fi+tmi+Pfi+tm+P 
darstellbar. 





Eingegangen 10. Juli 1959. 





Struktur linearer Funktionalgleichungen 
im Zusammenhang mit dem Abelschen Theorem'). 


Von H. Kiesewetter in Jena. 





Inhalt. 
Einleitung. 
I. Assoziative Strukturen. 
Die Additionstheoreme. 
Die Maximalzahl linear unabhängiger Lösungen im Falle s>p-+1. 
Die Reduktion der Stufe. 
Assoziative Bedingungen für die Existenz nicht-trivialer Lösungen. 
II. Zyklische Strukturen. 
Der Pentagrammazyklus und die Funktionalgleichung zweiter Stufe für den 
Eulerschen Dilogarithmus. 
Definition der zyklischen Umsetzung s-ter Stufe. 
Weitere Beispiele für zyklische Umsetzungen. 
Weitere Funktionalgleichungen über zyklischen Umsetzungen. 
Zyklische Strukturen allgemeinerer Art. 


Zeichenerklärungen: 
Es existiert. 
Für alle x. 
x Element von &. 
Aus X folgt Y. 
Aus X folgt Y und aus Y folgt X. 
x ist kongruent y modulo m. 
X per definitionem gleich Y; die rechte Seite Y wird durch die linke Seite X definiert. 


Gleichungen werden in jedem Paragraphen durchnumeriert. Bei Bezugnahme auf andere Paragraphen 
wird die Nummer des betreffenden Paragraphen zur Gleichung hinzugefügt; z. B. (0.8): $ 0, Gleichung 8. Zahlen 
in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 


$ 0. Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit linearen Funktionalgleichungen für 
Funktionen einer Veränderlichen der Form 


s » 
= a,f(2,) +2 4,./1plaı Tg, vu. z,)] cr A ’ 


*) Diese Arbeit gibt bis auf einige Abänderungen und Umstellungen die gleichlautende Dissertation des 
Verfassers wieder, welche im Februar 1959 von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultät der Friedrich- 
Schiller-Universität Jena angenommen wurde. 
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identisch in 2,,23,...,2,. Dera; #0 (i=1,2,...,s+ p) und A bezeichnen Konstanten. 
Die abhängigen Argumente g;(2,, X3, . - -, %,) denken wir uns als analytische Funktionen 
gegeben und alle Funktionen f(x), welche diese Funktionalgleichung lösen, gesucht. Wir 
wollen uns aber darauf beschränken, alle analytischen Lösungen aufzusuchen. 

Im Sinne einer allgemeinen Theorie dieser Funktionalgleichungen wäre u.a. die 
Beantwortung folgender Fragen wünschenswert: 

Welche Bedingungen muß man den Argumentfunktionen 9;(%,, 23, - - -, 2,) auf- 
erlegen, damit nichttriviale Lösungen existieren ? Wie konstruiert man sämtliche analy- 
tischen Lösungen einer solchen Funktionalgleichung ? Kann man in einer solchen Funk- 
tionalgleichung die Stufe s!) erniedrigen, ohne daß sich die Lösungsgesamtheit ändert ? 
Für gewisse Funktionalgleichungen obiger Form werden wir gewisse Fragen beantworten 
können. 

Im ersten Teil setzen wir uns mit den Funktionalgleichungen 


p+1 


2) Zia) = EIlvalan zu. 20) 


identisch in 2, 23, - - -, 2p41, auseinander. Für p =1 enthalten diese Funktionalglei- 
chungen die Additionstheoreme 


(2) fzı) + fix.) = Flylzı, 22)] 


und für p > 1 das Abelsche Theorem für ein Abelsches Integral erster Gattung f(x) über 
einer algebraischen Riemannschen Fläche vom Geschlecht p. 


Im Falle des Additionstheorems (p = 1) bewies im Jahre 1826 N.H. Abel [2] 
unter Differenzierbarkeitsvoraussetzungen und im Jahre 1949 J. Aczel [5] nur unter 
Stetigkeits- und Monotonievoraussetzungen, daß assoziative Bedingungen für die Argu- 
mentfunktion y(z,, 2,) für die Existenz von nichttrivialen Lösungen der Funktional- 
gleichung (2’) (f(x) nicht identisch gleich null) im wesentlichen notwendig und hin- 
reichend sind. Wir werden also auf der Suche nach Existenzbedingungen für die Funk- 
tionalgleichung (2’) zu Aussagen über die Struktur der Argumentfunktion y geführt, 
die wir grob auch so formulieren können: Die Eigenschaft, daß die Verknüpfung 
Y(&,, %) = 2, ex, eine kommutative Gruppenoperation definiert, ist grundlegend für 
die Existenz von nichttrivialen Lösungen der Funktionalgleichung (?2'). 


Diese Aussage über die Funktionalgleichung (2’) läßt sich auf die Funktional- 
gleichungen (2) derart verallgemeinern, daß assoziative Bedingungen für die analytischen 
Argumentfunktionen Y;(X,, £y, - » -, %p+1) für die Existenz von nichttrivialen Lösungen 
der Funktionalgleichung (2) im wesentlichen notwendig und hinreichend sind. Die Be- 
schreibung der durch die Argumentfunktionen Y;(X,, %, - - -, %p+1) definierten Struktur 
nötigt uns, den Gruppenbegriff auf kommutative und assoziative algebraische Strukturen 
zu verallgemeinern, in welchen zu p + 1 beliebigen Elementen p simultane Verknüp- 
fungen, sowie Einselement und inverse Elemente existieren. Für eine solche algebraische 
Struktur wird die Bezeichnung ‚kommutative p-wertige Gruppe‘ vorgeschlagen. 


Neben die assoziativen Eigenschaften werden wir im zweiten Teil dieser Arbeit 
zyklische Eigenschaften der Argumentfunktionen stellen. Den Ausgangspunkt für diese 

1) Die Stufe einer Funktionalgleichung ist definiert als Anzahl der unabhängigen Veränderlichen in der 
Funktionalgleichung (W. Maier [25], sowie [6)). 
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Untersuchungen bildet eine Bemerkung von L. J. Rogers [31], S. 174, über die Funktional- 
gleichung zweiter Stufe 
9) La)+LW+L( 


1—ı 
1— ıy 


)+24-m+1(7—%) =0, 


identisch in x, y, für den Eulerschen Dilogarithmus in der symmetrischen Normierung 


(4) L(x) - [a Ei rs, ee, SER Bet. 


Rogers stellte fest, daß diese fünf Argumente, genommen in der Anordnung 
(3)) 


einen Zyklus bilden, in welchem jeder Bestandteil dieselbe Funktion der zwei vorher- 
gehenden ist. 
n 1 —4 

en HE Gar re 
Derselbe Zyklus findet sich, und das ist überraschend, als Ausdruck für die Napiersche 
Regel bzw. für das Pentagramma Mirificum von C.. F. Gauss [17] (vgl. W. Maier [23]). 
Es sei erwähnt, daß die Funktionalgleichung zweiter Stufe für den Dilogarithmus auch 
durch Zusammensetzung von Inhaltsmaßen im dreidimensionalen Raum konstanter 
Krümmung bewiesen werden kann (W. Maier [24]) und daß bei der Untersuchung von 
Geweben (W. Blaschke-G. Bol [7], S. 265) dieselben zyklisch gebundenen fünf Argu- 
mente in Erscheinung treten. Diese Tatsachen sollen aber hier nicht weiter verfolgt 
werden. Vielmehr ist es das Bestreben des Verfassers, durch eine genaue Analyse der 
vorliegenden zyklischen Bindung zu einer begrifflichen Fixierung vorzustoßen, die sich 
als eine sinnvolle Verallgemeinerung des dem Pentagramma Mirificum zugrunde liegenden 
Zyklus erweist. Diese Bemühungen führen zum Begriff der „zyklischen Umsetzung s-ter 
Stufe der Ordnung n,‘‘ der andererseits auch als eine Verallgemeinerung des Begriffes der 
Iteration einer Funktion von einer Veränderlichen auf eine Funktion von mehreren Ver- 
änderlichen oder als Abbildung von s unabhängigen Exemplaren einer Riemannschen 
Fläche in diese Fläche verstanden werden kann und durch diese ergänzenden Inter- 
pretationen dem Leser nahegebracht werden soll. Man erfaßt den Begriff der „zyklischen 
Umsetzung u s-ter Stufe der Ordnung n“ grob durch die Formeln 


= P(2,, 41) (v mod 5). 


(5) Bi nee 
I3n>s, 2, = 2, für alle» =0 (1). 


Wir werden weitere Beispiele solcher zyklischer Umsetzungen konstruieren. Insbesondere 
lassen sich aus dem schiefwinkligen sphärischen Dreieck, aus jedem sphärischen Polygon 
und aus Schläflis Orthoschemketten zyklische Umsetzungen ablesen, welche natürliche 
Verallgemeinerungen des Pentagrammazyklus am rechtwinkligen sphärischen Dreieck 
sind. 

Diese Zyklen finden sich z. T. wieder in den Argumenten linearer Funktional- 
gleichungen. So ist das Additionstheorem des elliptischen Integrals erster Gattung die- 
jenige lineare Funktionalgleichung, welche dem Quadrat der zyklischen Umsetzung des 
schiefwinkligen sphärischen Dreiecks mit konstantem Modul zuzuordnen ist. Der Modul 
des elliptischen Integrals erster Gattung ist identisch mit dem 
sin (Winkel) 


ee ae 
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des sphärischen Dreiecks, und seine Bedeutung wird unterstrichen durch die Tatsache, 
daß er eine Kovariante (Def. S.151) der zyklischen Umsetzung am schiefwinkligen 
sphärischen Dreieck ist. Die zyklische Umsetzung gibt das Mittel an die Hand, um die 
bereits von J. L. Lagrange [22] gegebene Verbindung des Additionstheorems des ellip- 
tischen Integrals erster Gattung mit den Formeln der sphärischen Trigonometrie einem 
allgemeinen Prinzip unterzuordnen. 


Auch in jedem anderen Additionstheorem in der Form 
(6) fzı) + flz2) + Flp(zı, 22)] = 0, 


identisch in x,, %,, sind die Argumente zyklisch verknüpft. Es können also die Funktional- 
gleichung zweiter Stufe für den Dilogarithmus und jedes Additionstheorem einheitlich 
als lineare Funktionalgleichungen über zyklischen Umsetzungen verstanden werden. 


Auch für die Argumente der Funktionalgleichung 


+1 p 
(7) ze) +21 {9(2ı, Inn %p41)} =, 


identisch in &,, &3, - - -, 2p41, werden wir zyklische Bindungen feststellen. Diese führen 
jedoch über den bisherigen Begriff der zyklischen Umsetzung hinaus. 


Zyklische Verknüpfungen zwischen den Argumenten einer linearen Funktional- 
gleichung sind aber nicht hinreichend für die Existenz von nichttrivialen Lösungen, denn 
wir werden ein Beispiel dafür angeben, daß die einer zyklischen Umsetzung zugeordnete 
lineare Funktionalgleichung als differenzierbare Lösungen nur die triviale Lösung f(x) = 0, 
identisch in x, zuläßt. 


I. Assoziative Strukturen. 
$ 1. Die Additionstheoreme. 


In diesem Paragraphen betrachten wir die Funktionalgleichung 
(0.2') fzı) + f(x.) = flylau 29)], 


identisch in x,, 2. Um die Untersuchungen in den folgenden Paragraphen vorzubereiten, 
wollen wir die bekannten Aussagen über die Funktionalgleichung (0.2’) kurz repro- 
duzieren. 

Wir setzen durchweg voraus: y(x,, %,) ist eine eindeutige analytische?) Funktion 
von zwei Veränderlichen, bzw. eine eindeutige analytische Funktion von zwei Veränder- 
lichen auf einer Riemannschen Fläche & mit zusätzlicher Zweigfixierung des Funktions- 
wertes y auf &. 


Wir beweisen zunächst: Aus den Voraussetzungen 
(1‘) 3 eine analytische Lösung f,(x) = u, x = fs '(u) im Großen eindeutig: 
(1") JeEX, fol) = 0; 
(1) vz€E& 3j(a), fol) + Folile)] = 0 
folgen die Beziehungen 
(2') . Y(zı, £) = YilXı, 25) nicht identisch null für i=1,2; 


(2”) y {y(21 2%), x} a; {2 Y(2 z,)} = y(2 Ty %) ; 


2) „analytisch‘‘ kann für reelle Veränderliche durch „einmal stetig differenzierbar‘‘ ersetzt werden. 











£ 
f 
i 
i 
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(2) plz, 2) = Ylzy 2); 

(219) JeEeX, veeXrylae=z; 

(2°) VzEX3j(e), yfz,j(z)} = e, j(x) ist eindeutig bestimmt. 
Aus (1’) allein folgen die Beziehungen (2') bis (2'''). 

Zum Beweise setzen wir f,(x) in die Funktionalgleichung (0.2’) ein und differen- 
zieren partiell nach z;: 

fo (21) = fh [ylzı, 22)] Yılzı, 22). 

Y(X,, %3) = 0, identisch in z,, x,, würde zur Folge haben, daß f,(x,) = 0 ist, identisch 
in x,. Das steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung (1'). 

Durch Iteration folgt aus der Funktionalgleichung (0.2’) mit f = f, 


folzı) + folze) + fo(lzs) = Foly {ylzu, 22), 23}] = Foly {tı, Ya, 23)}] 


und daraus mit Hilfe der eindeutig bestimmten Umkehrfunktion x = f, '(u) 


vi{ylzı, 22), 2} = Yylzı Ylaz 2)} = fo Wolzı) + folze) + folz3)]- 
Direkt aus der Funktionalgleichung erhält man 


Ylzı, 2) = fo Ifolzı) + folz)] = Ylaa 21). 
Setzt man in der Funktionalgleichung x, = e, dann ergibt sich 


fo (2) er fo [y(zı, e)], 


identisch in x,, woraus 
y(x,,e) = 2, für alle z, 


folgt. Die Substitution x, = j(x,) liefert 
fo (&) + lila )] = 0 = Fo lylzu 7 ()}] = fo (e), 


also nach Auflösung 

y{z,j(a)} = e 
/(x,) ist eindeutig bestimmt, weil aus der Annahme zweier Elemente Jı(z,) und j,(z,) 
mit diesen Eigenschaften durch Subtraktion der beiden Gleichungen 


kl) +hli(z)] =0, i=1,2, 
die Identität 
fo Li (21)] = fo [jr (21)] 
und daraus j, (z,) = j, (2,) folgen würde. 

Umgekehrt läßt sich folgendes beweisen: 

Wenn für y(x,, x,) die Bedingungen (2') bis (2”) erfüllt sind dann gelten die Aussagen: 

(1')* 3 eine analytische Lösung f,(xz) = u, x = f, '(u) im Kleinen eindeutig; 

(1’’) und (1''). 

Wir führen den Abelschen Beweis in einer Form vor, in welcher er später auf die 
Funktionalgleichung (0.2) (p >14) verallgemeinert werden soll. Wir differenzieren die 
Gleichung 

(2") v{y (zu 2), 23} = Yflın Pla 20)} = plz 2 23) 
in Richtung der Kurvenscharen y(z,, 2) = konstant und x, = konstant. Diese Rich- 
tungsdifferentiation wird durch den Differentialoperator 

Wr 0 

(3) EA LA 


H Yılkı, Ze) Yalkı, Ze) 


=D 


y 
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geleistet (vgl. [21]). Durch Differentiation mit diesem Operator D, folgt mit den Ab- 
kürzungen 


0) 
FIT (21, 2, 23) = Yı (Xı, Io, 75) 


aus Gleichung (2'') 
0 = yılkı, %y, %) D,tı + Yaollı, 2a, 25) D „% 
= YılTı, %y, 73) Yallı, 72) — Yallı, La, 73) Yılkı, 22), 
Yalzı, %) _ Yallı, u 23) _ Yr {Z1 v(23, 23)} 


(4) Y,(%,, X) =: Yı (X, X, 25) ie Yılam y(z,, z)} Yı(Ta, 23). 


Nun wählen wir x, = c, = konstant, so daß y,(c,, 23) + 0 ist, und setzen 


” yolent) 
5 fe way ren 


Dann erhalten wir aus der Gleichung (4) 
fo (2) = Ih [Y (22, 23)] Y2 (22, 23) 
und durch Integration bezüglich z, 


fo [Y(za, 23)] = fo(t2) + 8 (23). 


Bis hierher haben wir nur die Bedingungen (2’) und (2'') benutzt. Wenn wir jetzt 2, = e 
setzen, folgt g (2;) = fu [y (e, 23)] = fo (23), also 


fo (22) + fo (23) = fo [Y(2a, 23)]- 


Die durch Gleichung (5) definierte Funktion f,(x) ist eine Lösung der Funktional- 
gleichung (0.2) mit den behaupteten Eigenschaften, denn sie ist als analytische?) Funktion, 
deren Ableitung nicht identisch verschwindet, im Kleinen eindeutig umkehrbar und 
erfüllt die Eigenschaften (1’) und (1'''). 


Die Eigenschaften (2’) bis (2”), welche notwendig bzw. hinreichend sind für die 
Existenz einer nichttrivialen Lösung f, (x), die im Großen bzw. im Kleinen eindeutig 
umkehrbar ist, bewirken, daß die Verknüpfung y (z,, 25) = x, ° 2, auf X eine kommu- 
tative analytische Gruppenoperation definiert. 


Für die Verallgemeinerung auf die Funktionalgleichung (0.2) (p > 1) brauchen wir 
einige vorbereitende Aussagen, die wir in den Paragraphen 2 und 3 beweisen wollen. 


$ 2. Die Maximalzahl linear unabhängiger Lösungen im Falles >p +1. 


Wir wenden uns nun den homogenen linearen Funktionalgleichungen 


(4) Zie)= Zilina „m)s>p+1, 


identisch in z,, 23, - . ., Z,, zu und treffen noch folgende Voraussetzungen: 


(2) Die Argumente z,, Ts, . . -, 2, sind unabhängig voneinander in einem zusammen- 
hängenden Gebiet (bzw. in einer Riemannschen Fläche) & variabel. 





a u 3 a jr 


rom 
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(2) Die p abhängigen Argumente yı (2, 2,.-..,2%,) (k=1,2,...,p) sind für alle 
ze &X(i=1,2,...,s) definiert und eindeutige?) analytische?) Funktionen von s Ver- 
änderlichen auf &. Die Funktionswerte yı liegen ebenfalls in X und sind in & (d.h. ein- 
schließlich ihrer Blattzahl in &) eindeutig fixiert. 

(2''') Die Funktionen yı (&, 2... 2%) (k=1,2,...,p) sind funktional unabhängig, 
d.h. es existiert ein 2s- (bzw. s-) dimensionales Gebiet X, in welchem die Funktional- 
determinanten (Jacobischen Determinanten) 


| nn A 


p 


| Ya, Vai," Yin yı Yan %) <; 0 
Dir 15 lau Ai. 2n,) 1<siu<üuSs) 


Yo Yon" Yon, 


mit men (21, %2,--., 2%) = Yar,i nicht verschwinden. 
i 


Die Bedingung s>p-+ 1 ist für die folgenden Betrachtungen wesentlich. Falls 
die Stufe s kleiner oder höchstens gleich der Anzahl p der funktional unahhängigen 
Argumente y; ist, versagen unsere Beweismethoden. 

Wir untersuchen zunächst die Mannigfaltigkeit der Lösungen f(x) der Funktional- 
gleichung (1), wenn die %; (X, X, - - -, 2,) vorgegeben und die Voraussetzungen (2’) bis 
(2'') erfüllt sind. Wir beweisen den folgenden Satz: 

(3) Es gibt höchstens p linear unabhängige analytische?) Lösungen der Funktional- 
gleichung (1). 

Wir führen den Beweis, indem wir zeigen, daß p + 1 analytische?) Lösungen der 
Funktionalgleichung (1) linear abhängig sind. Unserem Vorgehen liegt ein Verfahren 
zugrunde, welches von N. H. Abel [1] zur Bestimmung der Lösungen von Funktional- 
gleichungen zweiter Stufe angegeben wurde. Indem wir dieses Verfahren für unsere 
Zwecke verallgemeinern, gelangen wir zu einer Gleichung, welche aus der Funktional- 
gleichung (1) dadurch entsteht, daß man die Glieder f [y;] durch Differentiation elimi- 
niert. Auf diese Gleichung stützt sich der Beweis. Auf Grund der Voraussetzung s > p+1 
gelingt die Elimination der Glieder f[y;] in einem Schritt. Wir halten 


Y% (I Zu... %) = konstant für k=1,2,...,p; 
%p4: = konstant für i=2,..,s—p, fals s >p-+1 ist. 


Im Falle reeller Veränderlicher x,, z;, . . ., x, wird durch diese Festsetzung im s-dimen- 
sionalen euklidischen Raum mit den kartesischen Koordinaten z,, 2,, . . ., z, eine (s — 1)- 
parametrige Schar von Kurven ausgesondert, längs denen wir differenzieren wollen. Bei 
komplexen Veränderlichen erhalten wir entsprechend im 2s-dimensionalen komplexen 
Raum eine (2s — 2)-parametrige Schar von zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten. 
Die partielle Differentiation längs diesen Kurven (bzw. Untermannigfaltigkeiten) wird 
durch den folgenden Differentialoperator (vgl. [21]) 
0 0 

10x, 02 

4% Bi. ° Badtche ’ 
'Yy,1 Ya’ — Un Dr, }* (2,, Inn z,) — Pin 
| ... | 

\Ypı 92" Ypp+1 | 

3) Es genügt bereits, wenn das p-tupel der y, als Gesamtheit in Abhängigkeit von den s Veränderlichen z, 


auf X eindeutig bestimmt ist, so daß die y, gemäß der Definition S. 129 p-wertig fixierte analytische Funktionen 
von s Veränderlichen auf & sind. 
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geleistet, der (für p = 1) im wesentlichen von N. H. Abel [1] vorgeschlagen wurde. Die 
Anwendung des Differentialoperators (4) auf die Funktionalgleichung (1) liefert 


p+1 
(5) zf (z,) Di (2, Tg, ... x) == 0, 
identisch in x, 22, - - ., %, wobei 





ı aM: i Yı Ya-+ %) 
6 ) 1) %(z,, Iy ++ Firm Firm + %p+ı) 
=D, (au 2-2) ((=1,2,..,.p+1) 
gesetzt und die Kettenregel für den Operator D, verwendet wurde. 

In der Gleichung (5) kommen die abhängigen Argumente %Y,, %s, - - -, %, nicht mehr 
unter dem Funktionszeichen vor. Lösungsfunktionen und abhängige Argumente sind 
voneinander getrennt. 

Aus der Gleichung (5) beweisen wir in wenigen Schritten unseren Satz. Wir be- 
trachten p + 1 analytische?) Lösungen f,(x), fz(&), - - -, f»+1(2) der Funktionalgleichung 
(1), von denen wir ohne Einschränkung annehmen können, daß ihre Ableitungen [; (x) 
nicht identisch verschwinden. Wenn wir diese Lösungen f;(x) in die Gleichung (5) ein- 


setzen, erhalten wir 
p+1 


= D,z 


(6) ZI) Dos (u 2. -„2)=0 fürk=1,23,..,p+1, 
i=1 
identisch in 2,, 23. . .,%. Bildet man aus den p + 1 Komponenten f;(x) die Vektor- 


funktion 
(2), f2(2), en f»+1(2)} = f(2), 
dann schreibt sich das Gleichungssystem (6) in der Form 
p+1 3 
(6') = r(%) D „(2 I +H z,) un; 0, 
identisch in &, £3 - - -, &- Wir wählen in Gleichung (6') x; = c; = konstant für 
i=1,2,..,.P,Pp + 2,...,s dergestalt, daß 
D „p+1(Car Cor + + + Cpr Zoran pr 6) #0 
ist, wenn X,,, in einem Gebiet X, von & variiert. Das ist auf Grund der Bedingung (2'’') 
möglich. Wir erhalten 
? Doden : + +. Op 2, Op42ı ++ + 6) 
6 Bag sie wi le yilcıı ’ pr %, Cp+2 ’ 
j zZ! ) Dy»+1(Cı, “00 Op I, Cp+2 + + G,) 





für x € &,. Nun begeben wir uns in den (p + 1)-dimensionalen euklidischen Raum und 
betrachten in ihm die Menge der Vektoren f(x) mit variablem xz€ &,. Die Menge 
dieser Vektoren liegt wegen Gleichung (6’’) in dem Unterraum U, welcher von den p 
festen Vektoren f'(c,) (i =1,2,...,p) aufgespannt wird und höchstens die Dimension p 
erreicht. Dieser Unterraum U ist fest, d.h. unabhängig von x, wenn die Konstanten 
Ci Cap = + +5 Op Cp49 + + +, Cs fest vorgegeben sind. Daraus folgt aber nach bekannten Sätzen 
der linearen Algebra die Existenz eines konstanten, d.h. von x unabhängigen Vektors d, 
dessen Komponenten d,, d,, . . ., d,;, nicht alle verschwinden und der auf allen Vektoren 
des Unterraumes U senkrecht steht. Es verschwindet also das skalare Produkt 


p+1 
d-f(a) = Z4h(e) =, 


identisch in zE€ &.- 





er. var 
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3 





Durch Integration erhält man daraus 
p+1 
5 d,fı(z) = konstant, 
k-1 


identisch in x € X,, und die Konstante auf der rechten Seite muß verschwinden, wie man 
durch Einsetzen in die Funktionalgleichung (1) bestätigt. Also sind die Funktionen 
fı(2), fa(&), - » », f+1() linear abhängig, d.h. 


p+1 p+1 
(7) 3d, für k=1,2,..,.p+1 mit & |d,| >0, Edyfı(a) = 0, 
k=1 k=1 





identisch in z€ &,- 


Hat U die Dimension p’(0 < p’ <p), dann gibt es p + 1 — p’ solche linear unab- 
hängige, konstante Vektoren d und p’ + 1 Funktionen f,, fa, -- -, f„ + sind bereits linear 
abhängig. p’ kann in Sonderfällen bis nach null absinken, denn es gibt Funktionalglei- 
chungen der Form (1), welche nur die identisch verschwindende Lösung f(x) = 0, iden- 
tisch in x, zulassen (Beispiel S. 124). 


Aus den vorangehenden Überlegungen ergeben sich verschiedene Bedingungen 
dafür, daß n Funktionen f, (2), fs(%), - - -, /n(x) linear abhängig sind. Die Aussage 


„fılz), fal®), - - -, fn(x) sind linear abhängig auf X“ 
ist gleichbedeutend mit jeder der drei folgenden Bedingungen: 
(7) Ka)(»=1,2,...n) AEURHNR für alle x€ X und sind auf & eindeutig und 
3 Konstanten d,(v=14,2,...,n) mit zZ |d,| >0, zu, f(x) = 0 für alle x€ %; 


ERRr nn u 


7) KA) =1,2,...0 Pe ah für alle x€ X und sind auf & eindeutig und 
# es gili 
la) ha) la) 
hl) fa(ze) °** fn(z) | 





=Alfı, fa» “.. fn) -. 0, 









ne 


lan) fa(za) °* Inn) 


identisch in &,, &y » » +, &n, wobei die z,(v=1,2,...,n) unabhängig voneinander alle Werte 
in & durchlaufen; 


i (7) Kla)(v»=1,2,...,n) existieren für alle x€ X und sind auf & eindeutig, für 
| Yılz) Fl), - - » Inl)} = Fe) 


3 D(2,..,2) (vr =1,2,...,n)mü 3 |D,| >0 für alle € &(v» =1,2,...,n), 
v-1 
















2 im) D,(2,, Inn Ca) urn 0, 





identisch in &, £u - - », 
in & durchlaufen. 


X, wobei die x,(v =1,2,...,n) unabhängig voneinander alle Werte 





Man beweist, daß diese drei Bedingungen zueinander äquivalent sind, indem man 
zeigt: Aus (7’) folgt (7’’), aus (7’’) folgt (7) und aus (7’') folgt (7’). Die ersten beiden 
Schritte des Beweises ergeben sich aus dem bekannten Satz, daß ein homogenes lineares 
Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Unbekannten dann und nur dann eine nicht- 
triviale Lösung ({d,} bzw. {D,}) besitzt, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet. 
Daß (7’) aus (7'') folgt, schließt man wie oben beim Übergang von (6’) zu (7). Dabei ist 
wichtig, daß man die Koeffizienten d, als konstant erkennt. 
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Die unter (7'') eingeführte Determinante A geht in die Wronskische Deter- 
minante über, wenn man A als Funktion von z,, 23, . - ., 2". einmal partiell nach z,, 
zweimal partiell nach x,,..., (n— 1)-mal partiell nach x, differenziert und danach 
= ='''=m—= 2, Setzt. Wir bezeichnen A als „Unabhängigkeikeitsmaß‘‘ oder 
als (verallgemeinerte) Wronskische Determinante. Das Unabhängigkeitsmaß hat den 
Vorteil, daß es auch auf nicht differenzierbare Funktionen anwendbar ist. 


Im Anschluß an Gleichung (5) gewinnt man eine Darstellung der Lösungen der 
Funktionalgleichung (1). Wir wählen e;(i =1,2,...,p,p + 2,...,s) wie in Gleichung 
(6) und erhalten aus Gleichung (5) 


p > 7 RR 5 
8 ı x Sb ie I C; 2 Yy ’ p ı-p ’ # ’ n 
A zi D,p+ılc, ..-, Ep, I Cp+2y ++, 68) 
und durch Integration bezüglich x von einer festen Stelle x = » ab 
p r Da Vin. 2 0.0 a Bi 
g’ PEN I ; d = Y, ’ ’‚”-p» p ’ ’ x 
u z/ (e f ’ Haar Un. a ae + /(o) 


Gleichung (8°) muß so interpretiert werden: Falls es eine Lösung f(x) der Gleichung (1) 
gibt, dann läßt sie eine Darstellung der Form (8') zu. Wenn man also die Lösungen der 
Funktionalgleichung (1) bestimmen will, muß man nachprüfen, welche der in Gleichung 
(8') dargestellten Funktionen der Funktionalgleichung (1) Genüge leisten, wenn man die 
Integrationskonstante geeignet bestimmt. Mit dem Ansatz (8°) erfaßt man alle Lösungen 
der Funktionalgleichung (1), denn jede Lösung der Gleichung (1) gestattet eine Dar- 
stellung der Form (8'). Die Bestimmung der differenzierbaren Lösungen der Funktional- 
gleichung (1) bereitet also keine Schwierigkeiten. 

Wir führen die Bezeichnungen Rang und Fundamentalsystem ein. p(0 <p’ <p) 
sei die Maximalzahl linear unabhängiger Lösungen der Funktionalgleichung (1). 
Wir nennen p’ den Rang und ein System von p’ linear unabhängigen Lösungen 
fıl®), fe(lz),...,f„(x) ein Fundamentalsystem von Lösungen vom Rang p’ zu der 
Funktionalgleichung (1). Die allgemeine Lösung der Funktionalgleichung (1) ist eine 
Linearkombination der p’ linear unabhängigen Lösungen 


(9) fi) = Zdufs(a). 


Aus dem Beweis für den Satz (3) ist ersichtlich, daß er ohne Abänderungen auf die 
etwas allgemeineren Funktionalgleichungen 


a) Zafte) +2 anlplan zn. nm] 0, 


identisch in 2, 2,..,2,sZ2p+4, +0 konstant für i=1,2,..,.p+s über- 
tragen werden kann. Die 9,(2,, &a, - . ., 2,) sollen dieselben Voraussetzungen (2’) bis (2'’) 
erfüllen wie die yy(X,, &,-..,2,). Man erhält, wenn man überall die y, durch die 
9 ersetzt, die Gleichungen 


+1 
(5)* P2 a; f(x, D,, (2, Ion z,) 2: 0, 


i=1 


4; 








D,i(cı, ... Cp T, Cp+2, - .- G) + fo) 
2, Cp, %, Cp42, ++ 6) 


Ap4ı 


= . 7 
Br MI-— 2, f Pi un 
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Die Gleichungen (5)* und (8’)* gelten sogar für die „‚quasilinearen‘“ Funktionalgleichungen 


(1)** Zufte) =A f (x), f{&,), ... fa), 91 Pa ++» Pr} s2 pP + 1, 


in denen die (2%, 23, --,%) = 9 (k=1,2,...,p) die Bedingungen (2’) bis (2’’') 
erfüllen, & (91, 23 - - 9%) = u (i =1,2,...,!) gesetzt und die Funktion 
A {u,, Uy,...,U, 91 99 + +, 9} bezüglich jeder ihrer Veränderlichen einmal stetig diffe- 
renzierbar ist. 

Durch Differentiation mit dem Differentialoperator D, wird nämlich die rechte 
Seite der Funktionalgleichung (1)** gleich Null. Im Falle der quasilinearen Funktional- 
gleichung (1)** kann man aber aus (5)* im allgemeinen nur schließen, daß die Ablei- 
tungen von p + 1 Lösungen der Funktionalgleichung (1)** linear abhängig sind. Für 
die Lösungen selbst folgt nur 


p+1 
(7)** 3d, fürk=1,2,..,p+A mit 2 |d,| >0, 
k=1 


p+1 
5 d,f« (x) = konstant, identisch in z€ &,, 
k=1 


und die Konstante muß nicht notwendig verschwinden. Wir fassen zusammen: 

(3)* Es gibt höchstens p linear unabhängige analytische?) Lösungen der Funktional- 
gleichung (1)*. 

(3)** Es gibt höchstens p analytische?) Lösungen der quasilinearen Funktional- 
gleichung (1)**, deren Ableitungen linear unabhängig sind. 

Das Abelsche Theorem für die hyperelliptischen Integrale erster Gattung 


z 


ik—1 j 
(10) fa rc} 
27 +2 
zZ A, = Ra), k=1,2,...P 


‚=0 


ist eine Funktionalgleichung von der Form (1). Es gilt (N. H. Abel [3]) 


p+1 ? 
(11) Z& f(2) + 8 felpiltı, %% - - -, %p41)] = konstant, 
i=1 i=1 
identisch in 2,,29--..,224,, für k=1,2,...,p. Die Argumente 2,,23,...,%p+1 91» Pa +++,Pp 
sind die Schnittpunkte der festen Kurve w® = R(x) mit den Kurven der Schar 


p+1 
w= $a,ırt!"", A,=a, a, Parameter (=1,2,..,p +1), 
v=0 
also die Wurzeln der Gleichung 
p+1 


2 
(12) R(z) — (zu zu) =6G(2) =. 
„=0 
Die Parameter a,(» =1,2,...,p + 1) müssen in Abhängigkeit von den z,, 23 - - +, Zp4ı 
so bestimmt werden, daß x,, 23, .. -, %»+ı Wurzeln der Gleichung (12) sind. Aus dem 
Gleichungssystem 
p+1 
13) Ra), w— a," =ya.rt,i=1,2..,.p+1 
v=1 
ergeben sich die a,(v=1,2,...,p + 1) als linear gebrochene Funktionen von w,, a? *', 
16* 
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%,.+,%. Zur Bestimmung der p abhängigen Argumente 9,, 3, ..., 9, bleibt eine 
algebraische Gleichung p-ten Grades, deren Koeffizienten sich rational aus den Koeffi- 
zienten A, und a, bestimmen. Diese Koeffizienten sind also rationale Funktionen von 
2, Wi, %y, Wyy + 2 5 Zp4n; Wp4, und als solche eindeutige Funktionen von den p +1 Ver- 
änderlichen x,, 23, . . ., 241 über der zweiblättrigen Riemannschen Fläche mit2p +2 
Windungspunkten erster Ordnung, welche zu w® = R(x) gehören. 


Die p hyperelliptischen Integrale erster Gattung f,(x) gemäß Gleichung (10) bilden 
ein Fundamentalsystem von Lösungen der Funktionalgleichung (14) mit maximalem 
Rang, denn ihre Ableitungen sind linear unabhängig, weil das Unabhängigkeitsmaß 
der f,(2) 

r a. 
1m: 
Afula--W)=— Bnaie 
Ayre) 


nicht identisch verschwindet. 
p 
f(x) = 3 dıfı(2) 
Ami. 


ist die allgemeine differenzierbare Lösung der Funktionalgleichung (11). Diese Funktional- 
gleichung ist eine kennzeichnende Eigenschaft des Systems der p hyperelliptischen 
Integrale erster Gattung vom Geschlecht p, denn sie besitzt diese und nur diese Lösungen. 
Das System der hyperelliptischen Integrale erster Gattung kann also durch die Funk- 
tionalgleichung (11) definiert werden. Entsprechendes gilt für das System der p linear 
unabhängigen Abelschen Integrale erster Gattung über einer allgemeinen algebraischen 
Riemannschen Fläche vom Geschlecht p (vgl. z.B. K. Weierstraß [34], S. 403 ff). 


Es sei noch ein Beispiel für eine Funktionalgleichung vom Typ (1) angefügt, welche 
nur die identisch verschwindende Lösung zuläßt. Wir betrachten 


(14) ++) +fMe+y+2) + May) =0. 
identisch in x, y, z. Aus Gleichung (14) folgt 
fd) + Me+ y+2) + faye) + Ma + y+ 202 + ay)] + Flayzlz + y+ 2] = 0 
und durch Subtraktion dieser Gleichung von Gleichung (14) 
+) =fz+y+z2+2y)]+flayrlz+y+ 2], 
identisch in x, y,2. Wir wählen y+ 2z + xyz = 0. Daraus folgt x = — - 





(y + 2z + 22 — yz + 2 
In - [et ao + 22 tan], 
identisch in y,z. Daraus ergibt sich aber f(y) = konstant und durch Einsetzen in die 
Funktionalgleichung (14) f(y) = 0, identisch in y. Dabei wurde über die Lösung f(y) 
nur vorausgesetzt, daß sie an den Stellen, an denen sie betrachtet wurde, existiert. 


Zum Schluß dieses Parapraphen sei auf eine Arbeit von M. Ghermanescu [18] ver- 
wiesen, in welcher ähnliche Ergebnisse für gewisse lineare Funktionalgleichungen für 
eine Funktion von mehreren Veränderlichen bewiesen werden. 


Pe GE „TE ı ‚TE „BE __ BE Se 
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$ 3. Die Reduktion der Stufe. 


Auf den Satz (2.3)* des letzten Paragraphen über die Maximalzahl linear unab- 
hängiger Lösungen der ‚streng‘ linearen Funktionalgleichung (2.1)* läßt sich ein Beweis 
gründen, daß solche Funktionalgleichungen höherer Stufe s >p +1 mit ebensolchen 
der Stufe p + 1 bezüglich der analytischen ?) Lösungen äquivalent *) sind. Dazu setzen 
wir zusätzlich zu den Bedingungen (2.2') bis (2.2''’) für die Funktionen y;(z,, 2a, - - -, ;) 
(k=1,2,...,p) voraus, daß die Funktionalgleichung (2.1)* ein Fundamentalsystem 
von Lösungen mit maximalem Rang besitzt. Wir beweisen den folgenden Satz: 


(1) Wenn die Funktionalgleichung (2. 14)* mit den Voraussetzungen (2.2') bis (2.2''') 
für die 9, p linear unabhängige analytische?) Lösungen f,(x), fs(x), - - -, fp(x) besitzt, 
welche alle an derselben Stelle x = e verschwinden, fi(e) =O fürk =1,2,...,p, dann sind 
die Funktionalgleichung (2.1)* mit s >p + 1 und die Funktionalgleichung 


p+1 » 
(2) 2 +2 afleie Tg, ... %y+1)] er 0, a, . A, 4% 


identisch in %,, I,» + +, Zpyı, mit 


— m* 
9 Zu ++ %p4m 0) = lt, Au: %p+1) 
zueinander äquivalent bezüglich der analytischen?) Lösungen. 


Der Beweis geht davon aus, daß sowohl die Funktionalgleichung (2.1)* als auch 
die Funktionalgleichung (2) höchstens p linear unabhängige analytische?) Lösungen 
besitzen können. Nach Voraussetzung ist also 


(3) f(2) = Edrfıle) 


die allgemeine analytische?) Lösung der Funktionalgleichung (2.1)*. Die Darstellung (3) 
liefert aber auch alle analytischen?) Lösungen der Funktionalgleichung (2), weil die 
Funktionalgleichung (2) höchstens p linear unabhängige analytische?) Lösungen besitzt. 
Damit ist die Äquivalenz bewiesen. 

Wir schließen noch einige Bemerkungen an, welche sich auf die Bedeutung der Zahl p 
für die Summe von Funktionswerten einer Lösung der Funktionalgleichung (0.2) be- 
ziehen. Wir setzen auch hier zusätzlich zu den Bedingungen (2.2') bis (2.2') für die y, 
voraus, daß die Funktionalgleichung (0.2) ein Fundamentalsystem von Lösungen mit 
maximalem Rang p besitzt. f,(x), fs(%),.. .,f»(x) seien p linear unabhängige analy- 
tische?) Lösungen der Funktionalgleichung (0.2). Die lineare Unabhängigkeit der Lö- 
sungen f»(x) hat zur Folge, daß auch ihre Ableitungen f} (2), fz(2), - - -, f,(x) linear un- 
abhängig sind; denn aus der Annahme, die Ableitungen seien linear abhängig, schließt 
man durch Integration, daß eine Konstante sich aus den f,(z) linear kombinieren läßt. 
Diese Konstante müßte aber Lösung der Funktionalgleichung sein und also verschwinden, 
was der Voraussetzung widerspricht, daß die f,(x) linear unabhängig sind. 


Z. B. sind die Funktionen f,(z) = x, fs(z) = 1 — x linear unabhängig. Sie können 
aber nicht linear unabhängige Lösungen einer linearen Funktionalgleichung vom Typ 
(0.2) sein, denn ihre Ableitungen sind linear abhängig. 

Wenn A(u,,ü,,...,4,_,) analytische?) Funktion jeder ihrer (p— 1) Veränder- 
lichen ist und wenn die p — 1 Funktionen x;(z,, 23, - - -, 25) füri =1,2,...p—1 die 


*) Zwei Funktionalgleichungen heißen äquivalent bezüglich einer Funktionenklasse, wenn sie aus dieser 
Funktionenklasse dieselben Lösungen aussondern (vgl. [6]). 





1926 Kiesewetter, Struktur linearer Funktionalgleichungen im Zusammenhang mit dem Abelschen Theorem. 


Bedingungen (2.2’) bis (2.2'’’) an Stelle der y, erfüllen, dann existiert keine Relation 
der Form 


(4) Z fa) = Alfa Mode» fd) 


identisch in x,, %y, . . -, 2», welche die Summe von p beliebigen Funktionswerten 


p 
= f«(z;) 

für jede der Lösungen f,(xz) durch dieselbe Funktion A auf p— 1 (oder weniger) Funk- 
tionswerte f,(x,) reduzieren würde. Die Annahme einer solchen Relation (4) für die 
Lösungen f,(z) der Funktionalgleichung (0.2) würde die Gleichung (4) zu einer quasi- 
linearen Funktionalgleichung p-ter Stufe mit p— 1 abhängigen Argumenten, aber p 
linear unabhängigen Lösungen machen, deren Ableitungen auch noch linear unabhängig 
sind. Das wäre aber ein Widerspruch zu Satz (2.3)**. 


Dagegen läßt sich die Summe von s> p-+ 1 beliebigen Funktionswerten einer 
jeden Lösung der Funktionalgleichung (0.2) immer auf die Summe von nur p Funktions- 
werten reduzieren. Um das einzusehen, braucht man nur die Funktionalgleichung (0.2) 
zu iterieren. Aus der Gleichung (0.2) folgt 


p?+2 p 


zZ f(x.) = 2 Ilvelan %y 2 %p4H)] + F(Rp42) 


i=1 
» 
= z/Iv {yılzı Ep) + Ypliu +» Zprı); Zp+2}]- 
-1 


Entsprechendes gilt, wenn auf der linken Seite mehr als p + 2 Summanden stehen. 


Die beiden Aussagen über die Reduktion einer Summe von s > p Funktionswerten 
auf p Funktionswerte und die Nichtreduzierbarkeit einer Summe von p Funktionswerten 
auf weniger als p Funktionswerte in der oben durch die Gleichung (4) präzisierten Art 
beleuchten die Sonderrolle der Zahl p für eine Summe von Funktionswerten der Lösungen 
der Funktionalgleichung (0.2). 


$ 4. Assoziative Bedingungen für die Existenz nichttrivialer Lösungen. 


Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die Funktionalgleichung 


+1 


(0.2) Zlte) = Zflnlaun. mol), 


identisch in 2), 2, ...,2%p+ı- Es sollen die Voraussetzungen (2.2’) bis (2.2’) für. die 
Argumentfunktionen yı(X,, &y - - , 2p4ı) (k =1,2,...,p) erfüllt sein und p linear un- 
abhängige analytische?) Lösungen f, (x), f(x), . - -, /»(x) existieren. Um die assoziativen 
Eigenschaften der Argumentfunktionen y, aus der Funktionalgleichung abzuleiten, be- 
nötigen wir die eindeutige Auflösung des Gleichungssystems 


p 
(1) 3 I.(2) = u fürk=1,2,...,p 
i=1 
nach den z,. Wenn wir zu vorgegebenen Werten u,, ü,, .. ., 2, eindeutig ein p-tupel von 
Argumenten 2,, &a » - ., £» so bestimmen können, daß das Gleichungssystem (1) erfüllt 
ist, dann ist es ein leichtes, die assoziativen Eigenschaften der y, zu beweisen. 





Kiesewetter, Struktur linearer Funktionalgleichungen im Zusammenhang mit dem Abelschen Theorem. 197 


Das Problem der Umkehrung des Gleichungssystems (1) wurde zuerst für den Fall, 
daß die f(x) ein vollständiges System von linear unabhängigen hyperelliptischen Inte- 
gralen erster Gattung sind, von C. G. J. Jacobi [20] gestellt, als er die Frage verfolgte, 
wie man die Umkehrung der elliptischen Integrale durch doppeltperiodische Funktionen 
sinnvoll auf höhere Abelsche Integrale verallgemeinern kann. Dieses nach ihm benannte 
Umkehrproblem fand seine Lösung durch die klassischen Arbeiten von A. Goepel [19] 
und G. Rosenhain [32] für die hyperelliptischen Integrale vom Geschlecht zwei und 
von B. Riemann [30] und K. Weierstraß [34] für die allgemeinen Abelschen Integrale 
beliebigen Geschlechts. 

Wir wollen aber das Problem der Umkehrung des Gleichungssystems (1) betrachten, 
ohne daß wir notwendig Voraussetzungen algebraischer Natur über die y, bzw. f, treffen. 
Wir stellen fest, daß die Funktionaldeterminante des Systems (1) 


ha) hla)°*° h(z,) 
f2(zı) Falza) * * * felz,) 


\. lu, Uy...,4)) 
I. . . 2, Zu +: + %) 
|» 
| 
I 
1} 


(a1) Fate)" 1,(2,) 


identisch mit dem Unabhängigkeitsmaß 4A (vgl. (2.7'')) der Funktionen f;(z) ist. Auf 
Grund der Voraussetzungen ist also die Funktionaldeterminante (2) eine analytische 
(bzw. stetige) Funktion der p Veränderlichen x,, &,, . . ., 2,, welche nicht identisch ver- 
schwindet ; denn wenn die f;(x) linear unabhängige Lösungen der Funktionalgleichung 
(0.2) sind, dann sind auch ihre Ableitungen f,(x) linear unabhängig. Daher existiert ein 
Punkt P,(z{”, 29°, .. ., 2%’) und eine 2p- (bzw. p-)dimensionale Umgebung dieses Punktes, 
in welcher die Funktionaldeterminante (2) von null verschieden ist. Überhaupt kann die 
Funktionaldeterminante (2) als analytische Funktion höchstens längs Mannigfaltig- 
keiten der Dimension 2(p — 1) verschwinden. 

In jedem 2p- (bzw. p-)dimensionalen Gebiet %’, in welchem die Funktional- 
determinante (2) von null verschieden ist, gestattet das Gleichungssystem (1) eine im 
Kleinen eindeutige Auflösung durch analytische Funktionen (W.F. Osgood [28], 
C. Caratheodory [11]): 


(1’) x = Alu,üy,.:,u,) füri=1,2,...,P, 


(2) = Alfu lo...) 


welche, in die Gleichungen (1) eingesetzt, diese identisch in u,, Us, . . ., u, befriedigen. 


An den singulären Stellen, in welchen die Funktionaldeterminante (2) verschwindet, 
sind bei der Auflösung des Gleichungssystems (1) gesonderte Betrachtungen erforderlich, 
die ich nicht bringen werde. Im Falle der Abelschen Integrale erster Gattung wurde in 
den zitierten Arbeiten von B. Riemann [30] und K. Weierstraß [34] gezeigt, daß die 
elementarsymmetrischen Grundfunktionen der Umkehrfunktionen A,, also 


p 

ZA, P2 Aid, au Aydgt tt Ay, 

i=1  1Si<jsp 
auch im Großen eindeutige analytische Funktionen von p Veränderlichen sind. Diese 
eindeutigen Funktionen nennt man Abelsche Funktionen. Wir gebrauchen in dem hier 
betrachteten allgemeinen Fall für die A;(u,u,...,u,) (i=1,2,...,p) die Bezeich- 
nungen Jakobische Umkehrfunktionen zu dem System f,(z), fs(%), - - -,/»(2) linear un- 
abhängiger Funktionen. 
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Z. B. gehören zu dem System linear unabhängiger Funktionen f,(x) = x, fs(x) = x, 
die Jacobischen Umkehrfunktionen 





A,,2(u,, 4) = _y- 222 —. . 
Weil die x, symmetrisch in die Gleichungen (1) eingehen, sind sie untereinander gleich- 
berechtigt. Dasselbe gilt auch für die A,(u,, us, . . ., 4,). Die Eindeutigkeit der Jacobischen 
Umkehrfunktionen 4, ist so zu verstehen, daß bei Vorgabe der Funktionen f;(x) und der 
Werte u, die Gesamtheit der p Funktionswerte A;(u,, Us, . . .,4,) (i =1,2,..., p), welche 
die Gleichungen (1) und (1’) erfüllen, eindeutig bestimmt ist. Dagegen läßt es sich grund- 
sätzlich nicht entscheiden, welcher der p Funktionswerte A,, Ay, - . -, A» z.B. gleich x, 
zu setzen ist. Weil die Gleichungen (1) die x, symmetrisch enthalten, ist die Zuordnung 
eines festen Funktionswertes A, zu einem der Argumente z, nicht eindeutig bestimmt. 
Man kann willkürlich den Funktionswert A, jedem der p Argumente 2z,, 2, .. ., 2» ZU- 
ordnen. Es ist aber eindeutig bestimmt, daß p und nur p simultane Funktionswerte 
A:(u,, Ug, .. .,U,) existieren, welche die Gleichungen (1) und (1’) befriedigen, und daß 
jeder dieser p Funktionswerte A, einem und nur einem der x, gleich ist. Wir haben in 
(1’) willkürlich die Bezeichnungen so gewählt, daß x; = 4, gilt. Wir können auch sagen: 
Die x; bzw. die A, sind durch die Gleichungen (1) nur bis auf beliebige Permutationen 
eindeutig bestimmt. 

Für unsere Zwecke ist es nicht ausreichend, wenn wir wissen, daß das Gleichungs- 
system (1) sich im Kleinen eindeutig umkehren läßt. Wir brauchen genau wie im Falle 
p = die eindeutige Umkehrbarkeit im Großen, denn wir wollen aus dem Bestehen der 


p Gleichungen 
» p 
(3) 3 h.(2) = FE fılyı) = u für k=1,2,...,p 
i=-1 I=1 


schließen, daß das p-tupel (z,) mit dem p-tupel (y,) bis auf eine Permutation der Elemente 
identisch ist. 

Wir setzen also zusätzlich voraus, daß bei fest vorgegebenen p linear unabhängigen 
Funktionen fı(z) (k =1,2,...,p) zu jedem beliebigen p-tupel (u,, us, .. ., 4,), das aus 
dem Wertevorrat der Funktionssummen 


p p » 
| fı(&.); 3 1.(2ı), +2 „Zr! 
i=1 i=1 i=1 


entnommen ist, ein und nur ein (ungeordnetes) p-tupel (z,;) (i =1,2,...,p) existiert, 
welches das Gleichungssystem (1) erfüllt. Mit anderen Worten: Das Gleichungssystem 
(1) soll im Großen eindeutig umkehrbar sein. 

Diese Voraussetzung ist insbesondere erfüllt, wenn die f(x) ein Fundamental- 
system von p linear unabhängigen Abelschen Integralen erster Gattung über einer alge- 
braischen Riemannschen Fläche vom Geschlecht p sind. In diesem Fall ergeben sich die 
Jacobischen Umkehrfunktionen A; (u,, Us, . . ., 4,) als Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung p-ten Grades, deren Koeffizienten für jedes endliche Wertsystem (u,, u,, . . ., 4) 
eindeutige analytische Funktionen von u,, ü,...,4, sind. Die einzelne Funktion 
A:(u,, U, .. ., 4,) ist zwar nicht eindeutig im Großen, wohl aber das p-tupel der 
Ali =1,2,...,p) als Gesamtheit. 

Im allgemeinen Fall ist die eindeutige Umkehrbarkeit des Systems (1) in dem 
oben beschriebenen Sinn durch unsere bısherigen Betrachtungen nur im Kleinen ge- 
sichert. Man kann aber die Umgebung eines Punktes, in welcher eindeutige Umkehrbar- 
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keit möglich ist, so weit ausdehnen, daß die eindeutige Umkehrbarkeit in dieser erweiterten 
Umgebung gerade noch möglich ist und muß dann die Betrachtungen auf solche Teil- 
gebiete beschränken. 

Nun schließen wir aus den Gleichungen (3): 

(3’) Wenn ein Gebiet %'® existiert, in welchem das System (1) ein im Großen eindeutig 
bestimmtes p-tupel von Jacobischen Umkehrfunktionen {A;(u,, u,..„u,} (i=1,2,...,p) 
besitzt und wenn die beiden fest gewählten p-tupel (x;) und (yı) in &'® liegen und das Glei- 
chungssystem (3) befriedigen, dann existiert eine Permutation (l,,1,,...,1,) der Zahlen 
(1,2,...,p), so daß die Gleichungen 2, = y,, für i=1,2,...,p erfüllt sind. 

Nach Voraussetzung ist nämlich durch die Gleichungen (1) das p-tupel (z,) ein- 
deutig bestimmt. Wenn also ein zweites p-tupel existiert, welches dieselben Gleichungen 
befriedigt, dann muß es bis auf eine Permutation der Elemente mit dem p-tupel (z;) 
übereinstimmen. 

Die paarweise Zuordnung der x; zu den y, als Ergebnis der Auflösung des Gleichungs- 
systems (3) verdient noch eine besondere Erläuterung. Die x, sind ebenso wie die yı 
gleichberechtigte Elemente je eines p-tupels. Die paarweise Zuordnung ist nur so weit 
fixiert, als feststeht, daß jedes der x, genau einem der y, und umgekehrt auch jedes der 
yı genau einem der x; gleich ist. Es läßt sich aber nicht entscheiden, welches der x; mit 
welchem der y, übereinstimmt. 

Wir werden eine solche Gleichheit zwischen zwei p-tupeln eine p-wertig fixierte 
Gleichheit nennen und definieren: 

(2) & (yı) 
(„Das p-tupel (x;) ist p-gleich dem p-tupel (yı)“) 


ist per definitionem äquivalent damit, daß eine Permutation (l,, l;, . . -,!,) aus der symme- 
trischen Gruppe ©, der Permutationen der p Zahlen (1,2,...,p) existiert, so daß die 
gewöhnlichen Gleichungen x; = Yı, für i=1,2,...,p gelten. 

Eine einwertig fixierte Gleichheit ist eine Gleichheit im gewöhnlichen Sinne. Zwei 
p-tupel sind p-gleich, wenn sie bis auf eine Permutation ihrer Elemente identisch sind. 


Beispiel: 
1\ o /2 
2)" () 


p Elemente sollen p-wertig fixiert heißen, wenn sie bis auf eine Permutation aus der 
symmetrischen Gruppe ©, eindeutig bestimmt sind. 


Die p-wertig fixierte Gleichheit ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, d.h. 


(2) 2 (2), 
2), 


(2) 2 (yı) & (yı) 2 (em) (0) 2 (am). 


Aus (x,) 2 (yı) folgt für jede symmetrische Funktion o(z,, &3, . - -, 2,) von p Veränder- 
lichen 


0%, %y - 29) = 0(Yı, Ya + - -» Yp)- 
Durch Auflösung eines Systems funktional unabhängiger symmetrischer Funktionen 
(2, 2,:-,%)=u (i=1,2,...,p) erhält man immer ein p-tupel von p-wertig 
fixierten Argumenten x,. Z.B. sind die Wurzeln einer algebraischen Gleichung p-ten 
Grades, deren Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, p-wertig fixiert. 
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Nach diesen Vorbereitungen gelingt es leicht, die assoziativen Eigenschaften der 
Argumentfunktionen y, in der Funktionalgleichung (0.2) zu beweisen. Wir legen zu- 
grunde, daß die Argumentfunktionen Yz(X, £y, - - -, %p41ı) die Bedingungen (2.2’) bis 
(2.2''') erfüllen, wobei wir (2.2) im Sinne der Fußnote ?) erweitern. Zusätzlich setzen 
wir voraus: 

(4) 3 p linear unabhängige analytische?) Lösungen fı(z) (l=1,2,...,p), deren 
p Jacobische Umkehrfunktionen A, im Großen p-wertig fixiert sind. 

Durch Auflösung des Gleichungssystems 

p+1 


p 
zuhlvten In. %p+1)] = fı(&), = 1, 2, PP; 


i=1 


nach den Argumenten y; erhält man gemäß Satz (3’) 


p+1 +1 +1 
9 lan) A Erle, Ehtadı.hte}). 


Die Argumente yr(X,, 2, - - -, %p41) Sind also symmetrische Funktionen in den 
u Bann. 1 elite 

Mit der Abkürzung yy(X,, %a, - - +, £p41) = Yr folgt durch Iteration der Gleichheit 
(5) oder direkt durch Auflösung des Gleichungssystems 


p+2 


» 
ze {Yu Ya+++ Im Zp+2}] = 5 fı(2,), l= 1, 2, ..4P; 


i=1 
u p+2 p+2 
(6) (Yı {Yu Ya, rg Yp %p+2}) ar (% [Zntn, n% „2 hta9}) ° 
Also ist: auch jedes Element des p-tupels auf der linken Seite der Gleichheit (6) eine 
symmetrische Funktion in den &,, &3, . . -, £p+2, und es gelten die Gleichungen 


(7) Yr {Yılkım La - - 3 Zpradı 5 YplEı an +. %prn)> Lore} 

= yr{Yılla La eo. Lprelı on Yplla I + >) 2pra), Tu} 

= yr{Yıllz 4 Zpın La)ı ++ Polka Zprn Zi), Te} 

= plz I: 2,49), A=1,2,...,P. 
Diese Symmetrieeigenschaft ist eine Verallgemeinerung der Assoziativitätsgleichung 
(1.2). Eine assoziative Verknüpfung y(z,, 2,) zwischen komplexen Zahlen x; einer 
Menge &% macht diese Menge zu einer assoziativen algebraischen Struktur, wenn für alle 
zEe%, EX auch y(x,,2) = x,02%,€ X ist. Entsprechend definieren die p Ver- 
knüpfungen 


k 
(8) Yyr(Xı, W27 .,.... %p+1) = O (21% 04 %p+1)» k u , 2, m. P; 


von p + 4 komplexen Zahlen x; einer Menge % auf dieser Menge eine algebraische 
Struktur mit folgenden Eigenschaften: 
(9) Zu p + 1 beliebig vorgegebenen Elementen x,, a, - - +, %p+ı aus X gibt es genau p 


verschiedene, simultane, p-wertig fixierte Verknüpfungen ö („k-Kreis“), k=1,2,...,P, 


k 
so daß alle „„Produkte‘‘ O (223° &,41) wieder Elemente von & sind. 
(9) p und weniger Elemente können nicht miteinander verknüpft werden. 


k k 
(9) Die Verknüpfungen O sind kommutativ, d. h. O (2,%g ° * * %p+1) ist symmetrisch 
in Ip I ... Ip+1° 





Kiesewelter, Struktur linearer Funktionalgleichungen im Zusammenhang mit dem Abelschen Theorem. 131 


k 
(9Y) Die Verknüpfungen O sind assoziativ, d. h. die Ausdrücke 
k 1 2 p 
O {0 (£182°° * 2941) O (218° ° 241) °°O (La pH) %p+2} 
k 1 2 p 
= O {210 (2325 ° * * 2943) O (233° ° ° 2940) °°"O (2225 °° * 2p48)} 


= ö (222° * 2249) 

sind symmetrisch in &,, %y, » - +, £p42 für allek =1,2,...,p und definieren zugleich die 
Produkte von p + 2 Elementen. 

Für diese Struktur führen wir eine Bezeichnung ein durch die Definition: 

Ein kommutatives p-id ist eine kommutative und p-wertig assoziative algebraische 
Struktur mit den Eigenschaften (9') bis (9'Y). 

Diese Namensgebung nimmt Bezug auf Bourbaki [10], S. 7, Definition 4, wo 
für 4-wertige assoziative algebraische Strukturen die Bezeichnung ‚‚Monoide‘“‘ ein- 
geführt wurde. Die als Eigenschaft (9''') geforderte Kommutativität der Produkte 


k 
O (%ı%g*** %p41) bezieht sich auf die volle symmetrische Gruppe der Permutationen der 


%, d.h. Ö (21% ** %,+1) ist invariant gegenüber sämtlichen Permutationen der sym- 
metrischen Gruppe der p + 1 Elemente z,, 23, - - -, Zp4ı- 

Wenn zusätzlich die Existenz eines Einselementes e und zu jedem Element x die 
Existenz eines inversen Elementes x-! gefordert wird, entsteht aus dem Monoid eine 
Gruppe. Um Einselement und inverses Element auch für ein p-id sinnvoll einzuführen, 
lassen wir uns von der Funktionalgleichung leiten. Im Falle p = 1 ergab sich in $ 1, daß 
das Einselement e der Verknüpfung y(z,, 2) = x, ex, Nullstelle der zugeordneten 
Funktion f(x) ist und das inverse Element j(x) bezüglich dieser Verknüpfung die Relation 
(1.1’”) erfüllt. Wenn p >1 ist, fordern wir 


(4) Jeek, fıl) =0 für l=1,2,...,p. 


Dann erhalten wir mit x,;, = e aus der Funktionalgleichung 


p 2 
z fı(z,) =. fıl ye(2ı, Lg... Im e)], I 1, 2, .-nP; 
i =1 


i=1 


woraus durch Auflösung gemäß Satz (3’) 


(10) (yılzı, Zu - - -, Zpı €)) 2 (x) 
folgt. Durch diese p Gleichungen wollen wir das Einselement definieren. 

Die Aussage über die Nichtreduzierbarkeit einer Summe von p Funktionswerten 
auf weniger als p Funktionswerte (S. 126) legt es nahe, zu jedem Element die Existenz 
von p inversen Elementen j,(x), js(2), . . -,7»(2) zu fordern. Wir verallgemeinern also 
(1.1) durch 

(4'') vz€ce2%2 3jı(2) (k=1,2,...Pp), 


ha) + Zhlutal=0,  1=-42..uP- 


Tatsächlich würde aus der Annahme von nur p’< p inversen Elementen j,(x), j2(2), - - -,jp(2) durch 
Umkehrung gemäß Satz (3’) folgen, daß die Gleichungen (4°) nur für gewisse konstante Werte A,(0,0,..., 0) 
möglich sind, wenn das Unabhängigkeitsmaß 


had) Napa] 


(2) 


| hr) Trap) | 
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an den Stellen x; = j,(z) Ü=1,2,...,P”), £p+1 = 2 nicht verschwindet und die Voraussetzungen für Satz (3) 
erfüllt sind. 
Aus (4''') folgen die Relationen 


(11) 94 {2, J1(&), Ja), - pl) =e fürk=1,2,...,p. 
Die p inversen Elemente j,(x) zu x sind p-wertig fixiert. 
Es wird sinnvoll sein, die Eigenschaften (9’) bis (9’Y) durch die folgenden zu ergänzen: 


(9) Für alle p Verknüpfungen Ö existiert ein gemeinsames Einselement e, so daß 
für beliebige Elemente x,, &,,...,2, aus & 


(ö (2,2, °°* %pe)) = (2) 
gilt. 

(97!) Zu jedem Element x aus & existieren genau p p-wertig fixierte Elemente &(2) 
aus &%, so daß für allek =1,2,...,p 

k 1 2 p 
of{rs(2)&(2)'--O(a)} =e 
gilt. 

Wir definieren: 

Eine kommutative p-wertige Gruppe ist eine kommutative und p-wertig assoziative 
algebraische Struktur mit den Eigenschaften (9') bis (9*'). 

Eine 4-wertige Gruppe ist demzufolge eine Gruppe im gewöhnlichen Sinne®°). Wir 
wollen uns mit einigen elementaren Rechnungen in der soeben definierten Struktur ver- 
traut machen. Aus der Eigenschaft (9'Y) liest man leicht ab, wie die Produkte von mehr 
als p + 2 Elementen rekursiv zu definieren sind: 


(12) Y {yılzı 4 Zpp-1) ++ Yplin: + Zprr-i); Zp4} 
== Yyr(ı, In +n Lp+); y = 2, rg 
2 k 1 p 
(12') {0° 4-1) Ol‘ zei) Ze) 
k 
=O (22° '' Ip). 


Man hat nur zu beachten, daß weniger als p + 1 Elemente nicht verknüpft werden 
können. Es folgt 


k k 
(O (2122 ° ° * 2,4re)) 2 (O (2123 °'' 254,)) für »>1. 


Die Eigenschaft (9!) besagt, daß bei vorgegebenem x durch die p Gleichungen 


k 
O (zYyıYya '"Yy) =e 
die Yı, Ya, « - - Yp P-wertig fixiert sind und (y,) 2 (&(2)) gilt. Daraus folgt, daß bei vor- 
gegebenen x; 2,, 23, . . .,2» durch die p-wertige Gleichheit 
k 
(13) (O (ayı9a° u) (m) 


die %ı, Ya» - - -, %» ebenfalls p-wertig fixiert sind. Zum Beweise berechnen wir mit Hilfe 
von (13) die Produkte 


* E52 » 
(13) ( (ea) St) 2°) W. 
Die Iınke Seite ist p-wertig fixiert, also auch die rechte. Gleichzeitig geben die Formeln 
(13') die Auflösung des Gleichungssystems (13) nach den y.. 


5) Das möge rechtfertigen, daß diese allgemeineren Strukturen unter Beibehaltung des Wortes „Gruppe“ 
nur durch den Zusatz „p-wertig‘‘ von den eigentlichen Gruppen unterschieden werden. 
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Es ist zweckmäßig, abkürzende Bezeichnungen für die Ausdrücke 
(14) y Tılzo) + + Inlzı), Tulzo)ı = + Iolae)} = Telzu 22) 
(14) fen) Sl) Sta) -&z)} = &lz,2,) 
(15) 9% Uli - : + Eh + > Il - > 2o)ı Faldrrıdı - > Feld} = Tal - - + Zn &rs) 
(15) Ö (Sa, u. .&(z, 1 2) (2...) -&(2,,1)} = &(z,2, ru) 
(=2,3,...) 


einzuführen. Unter Benutzung von (42'), (9Y") und (9”) ergeben sich daraus die Relationen 


(16) la 58m: 2) lm )}=e 


für alle k=14,2,..,pund »=1,2,.... Auch jetzt sind bei fest vorgegebenen 
%y £y.-.,% und 2,29 ...,2,» durch die Relationen 


(17) (fa a) 


die Yı, Yay - - -, % P-wertig fixiert. Zum Beweise bilden wir die Produkte 


(ö (1a, ..2)°- -&(zı ..,),23°"° 2»}) 


i 1 
2(o la: 2)° Sl 0) 2° Yı°°Y0}) 


2 (ö {eyıYa ‘* ' Y»)) = (yı)- 


Also gilt für jedes p-tupel (y;), welches der p-wertigen Gleichheit (17) genügt, 


(17) (2 (ö Ela). Sa z)zm' 2p})- 


Die rechte Seite ist p-wertig fixiert, also auch die linke, und die Formel (17’) liefert die 
Auflösung der Gleichheit (17) nach den y;. Speziell folgt daraus für, =3,='''=2,=e, 
daß das p-tupel 


)® (&(z,:-2)) 


die einzige Lösung des N rsunnee 
k 
(16') Ola" uYı''y)=e,k=1,2,...,P, 
bei fest vorgegebenen x,, &a, .. ., 2, ist. Wählt man »> p +1, dann erhält man aus 
k k 1 p 
O (2, °*"2%,Yı''*Y)) =O {Ola 2) Ol‘ z)Yı'"y)-e 


(k=1,2,...p) 
die Gleichheit 


(16”) v2 el ))2& Ola) da}. 
Aus den Gleichungen 
k 1 p 1 p 
(18) © {0 (11° 2%)" O (2 >> %)9 (1°) 9 lar Zp+u)} RR 


(u >0) 
folgt durch Auflösung nach den ersten p Argumenten 


1) Een NO). 
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Für 4 = 0 erhält man entsprechend 


19) Ra). 

Diese Relation verallgemeinert die Gleichung (x-!)-! = x bei gewöhnlichen Gruppen. 

Diese Hinweise mögen genügen, um dem Leser das Operieren in p-wertigen Gruppen 
nahezubringen. 

Es sei noch ein Vergleich der p-wertigen Gruppen mit verwandten algebraischen 
Strukturen angestellt. In einer Arbeit von W. Dörnte [13] und einem ausführlichen 
Aufsatz von E.L. Post [29] wird der Gruppenbegriff dahingehend verallgemeinert, daß 
eine assoziative Verknüpfung zum Gegenstand der Untersuchung gemacht wird, welche 
nicht zwei, sondern erst q >2 Elemente zu verknüpfen gestattet. E. L. Post nennt 
Strukturen mit einer solchen assoziativen Verknüpfung, in denen zusätzlich ein Eins- 
element und ein inverses Element existieren (genaue Definition vgl. [29]), polyadische 
Gruppen (polyadic groups). Die polyadischen Gruppen unterscheiden sich von den 
p-wertigen Gruppen wesentlich dadurch, daß nur eine Verknüpfung an Stelle von p 
simultanen Verknüpfungen existiert. Daraus ergeben sich weitere Unterecbiodh in der 
Definition des Einselementes und der inversen Elemente. 

Wir kehren nun wieder zu den uns interessierenden Funktionalgleichungen zurück 
und fassen die bisherigen Ergebnisse im folgenden Satz zusammen: 

(20) Wenn die p Funktionen yı(&ı, Zy, - - -, %,+1) die Bedingungen (2.2') bis (2.2'”) 
erfüllen, dann folgt aus den Voraussetzungen (4') bis (4''), daß die p Verknüpfungen 


92, Zu + +4 2) = ö (24%, °** %p41) den Definitionsbereich & zu einer kommutativen 
p-wertigen Gruppe machen. 

Wir stellen die Frage: Ist dieser Satz auch umkehrbar ? Folgt aus den assoziativen 
Bedingungen die Existenz nichttrivialer Lösungen ? Wir werden diese Fragen bejahend 
beantworten können. Der Beweis dafür, daß die assoziativen Bedingungen im wesent- 
lichen nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind, läuft vollkommen analog zu 
dem Abelschen Beweis für p = 1 in $1. 

Wir setzen voraus, daß die p Funktionen yı(z,, £a, - » „, 2241), k =1,2,...,p, die 
Bedingungen (2.2) bis (2.2’”) erfüllen und eine kommutative p-wertige Gruppe mit den 


k 
Verknüpfungen yı(2,, &a - » +, Zp+ı) = O (XıXa * ** %p+1) definieren. 
Der Beweis geht von den Assoziativitätsgleichungen 


(7) Yr {yılzı, —.m %p +1) 2... Y(&ı, ”... %p+1) Lp+2} = Y(&ı, 2... Tp+2) 
aus. Wir gebrauchen die Abkürzungen 


0 ” 
(21) Fr Ylzu Zu - - %p+») = Yyıllı, La - u. für »=1,2,. 


Wir differenzieren die Gleichungen (7) längs yy(Xı, - - -, %»41) = konstant. Das leistet 
der Differentialoperator 

0 

Izr 

Yıı Yı2 


Ya,ı Ya, i r n 
(22) | “ au = D, mit 9, (zu .+.% %p+1) = Yu 


. Y,,p+1 | 
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Durch Differentiation mit diesem Operator D, erhält man aus den Gleichungen (7) mit 
der Abkürzung 

9,1" Pırı Pr" PıpH 

Y2ı""" Par-ı Paırı """ Par+ı) 


(22) D, = (Dr) 2 De Derlan zu 241) 





Y%1""" Ppa-ı Pair" Yop+i) 
die Beziehungen 
+1 


= Yı,ılıı In ++ %,+2) D „(2 Lg. ur) = 0, 
=1 


identisch in 2,, 2, - - -, Zp4a, fürk =1,2,...,p. Das ist ein homogenes lineares Glei- 
chungssystem mit p Gleichungen für p +1 Größen D, (2, 2: -, 2,41), bzw. ein 
inhomogenes lineares Gleichungssystem ınit p Gleichungen für die p Größen 

_ Dyalzı, 22, - » +, 2p+1) 

D p+1 (21, 22, +». 2p41) ' 
wenn wir annehmen, daß D, „+1(21,22, -- +, 2,41) # 0 ist. Wir definieren 

D, (21 23::4%4) (=2,3,...) 

ebenso wie D, ‚(21, £a - - +» 2,41) (vgl. (22’)), wobei Y,,(21, - - +, 2,4,) = Y,,, an Stelle von 
Yr,ılKı, Zar», 2,41) einzusetzen ist. Dann ist die Koeffizientendeterminante des in- 
homogenen linearen Gleichungssystems 





p 
Zr (2, Ken! ; cs "u Yı,p+1(%ı ...- %,+2) 
-1 


gleich (— 1)? D 241 (21 &23 - - -, 2,42) und zumindest in einer Umgebung von z,,, = e 
von null verschieden, weil 
D „s+1l&0 Zu: 4 24 6) = Door (Zu Zu +» 241) #0 
ist. Die Auflösung des inhomogenen linearen Gleichungssystems ergibt 
D,ı(%ı, 22... 41) _ 00 248) 
D y,p+1(Xı, 22, - « +, Zp+1) D ,»+1(X1, X, - - », Xp+2) ” 
identisch in z,, 24 + + +, 2943, füri=1,2,... 
Wenn die Gleichungen 
(12) vr {Yılkız » > 03 Lada en en Polar «+ Zprı)s Zpr +) Zapıı) 
= Yrhlı 0 Tpn Yılloaa «+ Zapaıdı ++ Ypllprn - » + Zapıı)} 
S- Yı(2ı, ig. %gp+1) 
fürk=1,2,...,p zugrunde gelegt werden, gelangt man zu 
D „ı(2ı, X, - - -, %9+1) D „ı(&ı, %2, - - -, 22741) 


en = = - 


Dyp+ı(&ı, 2%... 294) Dyptılkn 2%. . -, 22p41) ’ 








(23) 





identisch in 2,, 2 : - + Zap, fürl=1,2,...,P- 
Aus dem zweiten Teil der Gleichung (12’') folgt mit 


Yıllozı, Zp+z + + + Zapıı) = Yı 
und 


r” u Alaınn Tp42 ++ Zap) = A 


die Gleichung 


p 
Y%,p+1 (1  ydpınee*n %gp+1) = Yr,yı {2 dm Prr+n y,} Yı,1* 
-1 
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Das setzen wir in D, (2), 23 - - -, 23,41) ein und erhalten 


p 
D „ı(ı Iy++n %gp+1) = D {2 Du Ip Yo++n Yp Yı*++n Y%-ı} Yr,1 
=1 


für l=1,2,...,p, während 
D „»+1(8ı In %yp+1) = D .»+1 {2 dm Yyı++ y} 
gilt. Aus Gleichung (23) resultiert, daß man in den Quotienten 


D „ı(%ı, %2, - - », %p+») 
; A 
D ,»+1(%ı, Te, ... Xp+») ( er ) 
diejenigen Argumente weglassen darf, nach welchen nicht differenziert wird: 





_ Dy,i{z, Km Pin Yp Yın- + Yı-ı} — D,ı(zı, Ip Yı) 
Dy»+1 {21 Km In 9 Pr ++ Yı-ı} Dyu»+1(8ı, X Yr) 


Also erhält man insgesamt aus (23') 





_ Dy„1lXı, 22, - - +, 2p+1) 

D.,»+1(Xı, &2, - - +, %p+1) 

P_ Dyfa 5 2 Yallprın - - -, Zap+1)} 

E Dort len inte le en: 
identisch in 2,2, ..., 2941, fürl=1,2,...,p. Nun wählen wir x; = c, = konstant 


fürı=1,2,...,p, sodaß D, „+1(Cı -- +6» %) #0 ist, und setzen 








. Den: ua 
24 dt a h 
f Dyp+ı(cı, 62, +... Cp t) ha) 


Dann gilt 





» 
zuflvaın ... %yp+1)] Y%r,1llp+1 ... %yp+1) u. (2%, +1)» 


identisch in 2941, Zp+2 » „Zap, fürl=1,2,...,p. Durch Integration bezüglich x,,ı 
folgt daraus 


» 
area .. 2941)] = Fılzprı) + Alp - - + Zapıı)- 


Mit x,;ı = e ergibt sich schließlich auf Grund von Gleichung (10) 
p+1 
aldp42 - - +, Zap4ı) = hla), 


also 
p+1 


p 
SZ Fılyalapın Zpın + - +» Zapıı)] = 2 fılzp +3) , 
k=1 k=1 


identisch in 2,45, Zpıs + + +» Zupın, füri=1,2,...,P. 

Wir erhalten also folgenden Satz: _ 

(25) Wenn die p Funktionen yı(%,, %a, - - -, %p+1) die Bedingungen (2.2') bis (2.2'') 
erfüllen und wenn die durch diese Funktionen definierten Verknüpfungen den Definitions- 
bereich X zu einer kommutativen p-wertigen Gruppe machen, dann sind die Funktionen 


" D ı(cı Cq, » +. ©. t) 
- [d rein nll,,.., 
ha) f D „»+1(Cı, (2, ...,Cp t) Ps 


analytische?) Lösungen der Funktionalgleichung (0.2), welche den Bedingungen (4) und 
(4''’') genügen. 











fü 


ab 


St 


da: 
ert 
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Wenn darüber hinaus p konstante Werte c,,Cz,...,C, existieren, so daß in einem 
gewissen 2p- (bzw. p-)dimensionalen Gebiet im Raum der unabhängigen Veränderlichen 
Yır Yay + + +», %» die Determinante 


Du» 


Cu, +. CC 
D,.r+ı ( 1) ı”p Yı) 


ua ’** 


| 


| 
D 
nr (Cı, ... Co Y)) | 


Mu anle ’*° 
ie D +1 


nicht verschwindet, dann sind die Lösungen fı(x) (wie auch ihre Ableitungen f;(x)) lineur 
unabhängig und ihre Jacobischen Umkehrfunktionen im Kleinen p-wertig fixiert. 

Wir wollen diesen Paragraphen abschließen mit einem trivialen Beispiel für eine 
Funktionalgleichung der Form (0.2) mit dem Lösungssystem f,(z) = x, f,(x) = a®. Mit 
Hilfe der zugehörigen Jacobischen Umkehrfunktionen 


Ayla, u) = $ (u, + V2u, — u,) 
gewinnt man die Darstellungen 





und weiter 


(yı(zı, Xp, 0)) = 


held) = (14 V3). 


II. Zyklische Strukturen. 
$ 5. Der Pentagrammazyklus und die Funktionalgleichung zweiter Stufe für den 
Eulersehen Dilogarithmus. 


Wir wenden uns nun den zyklischen Eigenschaften zu. 
Die Funktionalgleichung (0.3) wurde zuerst von N. H. Abel [4] in der Form 
En aa En ai. 
= — log (1 — z) log (1 — y) 
für die Funktion 


(2) f ER Ei y(x), 
0 


y(z) = —} L(x) —$logxlog(1 — x) + y(o) + } log w log (1 — o) 
abgeleitet. Wenn man die auf L. Euler [15] zurückgehende Funktionalgleichung erster 
Stufe 


(3) via) + vu) = —lgzlog l— 2) +7 


dazu benutzt, um in Gleichung (1) bei allen Gliedern dasselbe Vorzeichen zu erzeugen, 
erhält man 


. 1 
(4) 2 [v(y) + z log y, log (1 — y,)] = konstant 
v=1 
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mit 


' ME .... 
(4) ee ee - (v mod 5), 


Ya Yı Ya Yı 
Ya Ya =1— -—-, Y = —T—, y =1—- -———.—, Yı = Yn- 
IUNERENN 1 y PT d-wdy)’# ur Fade 
Die fünf Argumente bilden also wieder einen Zyklus, der mit dem Rogersschen äquivalent 
ist. Man erhält nämlich den Zyklus (4’) aus dem Zyklus (0.3') durch Anwendung der 
linear gebrochenen Transformationen 
"Ale EN SM. ER z7- 
el, 1 ira) 

gemäß 
a = 
Bezeichnet man die Seiten und Winkel eines rechtwinkligen sphärischen Dreiecks wie 
in untenstehender Figur, indem man insbesondere jede Kathete a* durch ihr Komplement 


so schreibt sich bekanntlich die Napiersche Regel mit » mod 5 in der Form 
(5) co8 a, = ctg a,_, etg a,,ı bzw. cos a, = sin qa,_, SIN Q,;2- 


Sie findet ihre Begründung nach J. Napier [26] durch den Einbau des rechtwinkligen 
Dreiecks in die sich schließende Figur des Pentagramma Mirificum auf der Kugeloberfläche. 


Man denke sich etwa diese schematische Figur in der Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 1 durch- 
laufen. Sie ist vollständig bestimmt, wenn man zwei aufeinanderfolgende Bögen beliebig 
7 


5 und x vorgibt. Dann erhält man bei Fortsetzung der Figur mit » mod 5 


zwischen 





T 


A,(v +2) = A,(v—2) = A,A,,ı = 5° 
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Man kann die Relationen (5) rational machen, indem man die Quadrate einer trigono- 
metrischen Funktion der a, als neue Argumente einführt (C. F. Gauß [17]) und gewinnt 
z. B. aus der ersten Relation 
1— 1,_ a ; 
%n = L mit sin®a, = x, 

und 

Y» mit si, 
1— Yı-ı cos? a, 





Yyır =1— = Yı 


also genau die Zyklen (0.3’) und (4). 
Durch Anwendung einer beliebigen linear gebrochenen Transformation 
ri e. —dx E= b a mw = Eine 
(6) Tel, I Ela); dd be +0, 
erhält man aus (0.3’’) eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit von Relationen 


(7) I-1[p {(y,), Ky,+)}] = Yıly», Y,+1) = Y,+25 


welche wieder Fünferzyklen erzeugen: 


Yı, Y, 

Y = YılYı, Yo), 

Yı = YılYya, Yılyı, Ya)]; 

Ys = ı {pılyı, Y2), YılYya, PılYı, %2)]}; 

Ys = Yı“Pılya, Pılyı, Y2)], Pı {PılYı, Ye), Yılya Pılyı, y)lD = Yı- 


Die zugeordnete lineare Funktionalgleichung 


5 
vy=1ı 
wird von der Funktion 


(8) fy)=L | 
erfüllt. 


ay+b 
cy+ d 

ay+b] .; vor 
es | mit L(y) ver 
gleichbar Nach L. Euler [15] gelten nämlich folgende Funktionalgleichungen erster Stufe 
für den Dilogarithmus 


ae 
(9) L(x) +L(i—x=L ( 2 


(10) L(x)+L (2)- — zilog,x + zilog,o® + L (>): 


Für spezielle linear gebrochene Transformationen ist L | 


’ 5—1 
wobei log, den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet, welcher bei x = » = Pr 


reell ist. Die linear gebrochenen Transformationen 1 — y = 1,(y) und Y = l,(y) erzeugen 


eine Sechsergruppe linear gebrochener Transformationen 2, mit den Elementen 
1 
ky) = ylly) =1— y, lly) .. 
—1 1 
ully) = FT, bhly) =, » bla) = IT 


Wendet man eine dieser Transformationen auf den Zyklus (0.3') und die zugehörige 
Funktionalgleichung (0.3) an, dann erhält man nach der Transformation eine Funktional- 


18* 
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gleichung, welche, abgesehen von logarithmischen und konstanten Termen, wieder vom 
Dilogarithmus gelöst wird. Es gibt also sechs äquivalente Formen der Funktionalgleichung 
zweiter Stufe für den Dilogarithmus. Die sechs zugehörigen Quintupel von Argumenten 
bilden ein gegenüber 2, abgeschlossenes System, dergestalt daß bei Anwendung einer 
Transformation aus 2, diese sechs Quintupel nur unter sich permutiert werden. Durch 
Anwendung sämtlicher Transformationen aus 2, erhält man aus einem beliebigen dieser 
Quintupel alle übrigen. Es ergibt sich folgende Tabelle für die Argumentquintupel: 








; 1—ı, 
= = — nes 5 ARE 
1° Zv4+2 
1 — 2,2,41 " 
1— a, 1— 2, 
%y% ——_, 1-22, I, Rogers): 
1» »4—z,2 ’ 125 1— 2.2 ( 8 ); 
1—ı 
+1 
1 
LI 
1— nn ts —1I 1—xr 
2 1 2 1 f 
Te Yarcomer- = re Verne RER (Gauß); 
7 Xı%g Y2 
Ly+4 
is: ua =1 7; 
Tg IıT%g %ı 
in in I — — ,  — —_——,1— ———,... Abel); 
1» +2 1—ı’ (1 — x) (1 —z,) ’ 1—ı, ( ); 
3 X 2 %, (1 — 2,) > 
Te Zr: er u — 
Er + Er — urkrrı 
2,(1 — 2ı) N 4 2, (1 — 2) ; 
21, I, E —,( — 2) ( — 2) .: 
I, tt %s— Il a, + %— I 
ae 1— 2,141 . 
IT en ri 
%,4(1 — 2.) ’ 
u. 1— 12,2 %, X ts —1 
vw .1—2)’ ua —1’ (12) ’ . 
Ly+1 
N a Er Fr Tr 
Zul — 1) ’ 
Tg 1 2, 
2 2) 


aD ran ad 
Die Zyklen 3, bis 3, werden durch folgende Transformationen aus 3, gewonnen: 


> = Ill), 33 = lllär), = li), 35 = leldı), 36 = hleldı)- 


Je zwei dieser Zyklen (3, und 35, 33 und 3,4, 3; und 3,) hängen so miteinander zusammen, 
daß die Argumente des einen Zyklus sich ergeben, wenn man in der natürlichen An- 
ordnung der Argumente des anderen Zyklus immer ein Argument überspringt und die 
Abhängigkeit zwischen je drei im Abstand zwei aufeinanderfolgenden Argumenten der 
Kette berechnet. Das erklärt sich daraus, daß diese Fünferzyklen auf genau zwei ver- 
schiedene Weisen durchlaufen werden können, wie die folgende Figur veranschaulicht. 


Iv-1: — 





I2v I---> 1 
(v- 1,2,3) 








di 


W 


id 


idı 
dii 


Mi 
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Es soll in diesem Paragraphen noch die allgemeine analytische (bzw. dreimal stetig 
differenzierbare) Lösung einer der sechs gleichberechtigten Funktionalgleichungen zweiter 
Stufe konstruiert werden. Wir greifen willkürlich den Zyklus 5, und die ihm zugeordnete 
Funktionalgleichung 


03) + MW +14) ++) =, 


identisch in x, y, heraus. Durch Anwendung des Abelschen Lösungsverfahrens (vgl [1]) 
werden wir die Lösung dieser Funktionalgleichung auf die Lösung einer gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichung zurückführen. Wir gebrauchen die Abkürzungen 


1i—ı . 1.8 1—y & 
1 2y == u, 1—ıy=v, 1-2 w 


Wir differenzieren die Gleichung (0.3) partiell nach x und erhalten 
fa)+fWu.+fW)w+flw)w=®0, 


identisch in x, y, wobei die u,, v,, w, die partiellen Ableitungen dieser Funktionen nach x 
bezeichnen. Wir ersetzen x, y, u durch v, w. Dann ergibt sich 
® ‚[i1-v w ‚Ti-®e\__, . 

6) 1— vw / Fast ) Aw j ( 1— 2) ch Fuh & ni 
identisch in v, w. 

Hieraus schließt man: Wenn f’(0) = c, und f’(1) = ce, existieren und beide endlich 
sind, dann gilt mit v=1 

a m An 

(12) f(w) = rg 
Das liefert aber nur dann eine Lösung, wenn c, — c, = OÖ ist. Die Funktionalgleichung 
(0.3) besitzt also, wenn überhaupt, dann nur solche differenzierbaren Lösungen, deren 
Ableitungen in den Punkten 0 oder 1 singulär werden. 

Um alle diese Lösungen zu erhalten, werden wir noch zweimal partiell differenzieren 
und mit jeder Differentiation eines von den vier Gliedern in Gleichung (11) vernichten. 
Dann gelangen wir zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung, deren 
sämtliche Lösungen wir bestimmen können. 

Wir differenzieren zunächst die Gleichung (11) partiell nach v und ersetzen an- 
schließend w zugunsten von u. Das ergibt 


(12) (1 — u)?[f(u) + uf(u)] + (1 — v)?Lf(w) + vf(w)] 
= (1 — w)?[f (1 — uv) — wf (1 — uv)], 


identisch in u, v. Nun eliminieren wir die reinen v-Glieder, indem wir partiell nach u 
differenzieren: 


(1 — u)[— 2f(u) + 2(1 — 2u) (u) + u(l — u) f(u)] 
= (1 — uw) v[— 2f'(1 — uv) + 2(2uv — 1) f'(1 — uv) 
+ uv(l1 — uv) f' (1 — uv)]. 


Mit v = a entsteht 


(13) ull —u)[— 2f'(u) + 2(1 — 2u) (u) + ul — u) f"(u)] 
= 2(1 — 2)[—2f (2) + 21 — 22) (a) + 21 —a)f(R)], 
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identisch in x, u. Aus Gleichung (13) folgt aber, daß sowohl die linke als auch die rechte 
Seite dieser Gleichung konstant sein muß. Für diese Konstante können wir die beiden 
Werte O0 oder 1 annehmen. Also gilt für jede analytische (bzw. dreimal stetig differenzier- 
bare) Lösung der Funktionalgleichung (0.3), welche geeignet normiert ist, 
m 1—2r 7 2 n oo 1 
(14) f"(@)+2 un (2) Tü-gd f(x) = al 2% 


oder 


' rm 1— i 2 ' ru 
wm Wr. fetten =0. 


Die Differentialgleichungen (14) und (14’) wurden auseinandergenommen, um deutlich 
zu machen, daß auch eine Funktion f(x), welche nur die homogene Differentialgleichung 
löst, Lösung der Funktionalgleichung (0.3) sein kann. 
Wir bestimmen die allgemeine Lösung der Differentialgleichungen (14) und (14'). 
Sie setzt sich additiv zusammen aus einer speziellen Lösung der inhomogenen Differential- 
gleichung (14) und der allgemeinen Lösung der homogenen Differentialgleichung (14'). 
Eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (14) ist 


(15) 


und die allgemeine Lösung f, (x) der Gleichung (14') ist eine Linearkombination der beiden 


linear unabhängigen Lösungen und 


Ei 


n , w a b 
(15') ,(®) = z + 1-3 (a, b Konstanten). 


Die allgemeine Lösung der Funktionalgleichung (0.3) ist also enthalten in 
u. ze 
(16 ) f(x) == c,L(x) 4 Ca lg Az) 4 Co: 


Es muß noch nachgeprüft werden, welche der in Gleichung (16') enthaltenen Funktionen 
die Funktionalgleichung (0.3) auch wirklich lösen. Zunächst ist klar, daß man die Lösungen 
der Funktionalgleichung (0.3) addieren und mit einem konstanten Faktor multiplizieren 
kann, ohne daß die Eigenschaft, Lösung zu sein, verloren geht. Wenn wir die Fixierung 
einer Integrationskonstanten für den Augenblick noch zurückstellen, dann ist L(x) bis 
auf eine Konstante Lösung der Funktionalgleichung (0.3), wie man durch Einsetzen 
bestätigt. 

Für log x und log (1 — x) erhalten wir mit , =2r, 8 =Yy, 4, =u, 2, = v und 
z. =w 


5 
5 log x, = log 


v-1 


(eisen 


und 





. yit—A—y)\’ 
210g (1 — x,) = log ( er” ©) . 
log ar] ist also nur dann Lösung der Funktionalgleichung (0.3), wenn a = 25 ist. 


Wir gehen nun an die Bestimmung der Integrationskonstanten ® in 


(17) L(«) - [4 >: Beh + me | 
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Aus der Funktionalgleichung (0.3) erhält man zwei ausgezeichnete Punkte w, , durch 
1—ı 

To. 

1—o —1+ v5 


= —— nr 0!+w—1=0no = ——— 


-4— 0? 2 


die Forderung = y = 


Diese Punkte sind Fixpunkte des Zyklus 3,. Für jede Lösung f(x) der Funktionalgleichung 
(0.3) gilt f(®) = 0. Dadurch ist also die Integrationskonstante festgelegt. Wir wählen 
o = @, = $(y5®—1) und erhalten das Ergebnis: 


Jede analytische (bzw. dreimal stetig differenzierbare) Lösung der Funktionalgleichung 
(0.3) gestattet die Darstellung 


16) 12) = fi 8‘ +] + „fa; +7) 
wobei c, und c, Konstanten und log, (t) den Hauptwert des Logarithmus, welcher für t = w, 
negativ ist, bezeichnen. 

Es muß noch erläutert werden, wie die Funktionswerte der unendlich vieldeutigen 
Lösungen (16) in der Funktionalgleichung fixiert werden müssen, damit man sinnvoll 
von einer Gleichung sprechen kann. Diese Fragestellung berührt das allgemeine Problem, 
wie denn eine Funktionalgleichung (mit komplexen Veränderlichen) gedeutet werden 
muß, deren Lösungen mehrdeutige Funktionen sind. 


Zur Vorbereitung betrachten wir das einfache Beispiel der Funktionalgleichung für 
den Logarithmus 


(18) Ka) + MW) + (,)=0 


mit der allgemeinen Lösung f(x) = c log x. Durch die Funktionalgleichung (18) ist der 
Wert der Lösungsfunktion zunächst im Punkt 1 (f(1) = 0) und auch in einer hinreichend 
kleinen Umgebung U(1) des Punktes 1 eindeutig festgelegt. Von dieser Umgebung U(1) 
aus denke man sich die Funktionalgleichung (18) analytisch fortgesetzt. Dabei betrachtet 


man zweckmäßig die Argumente x, y und u als Argumente, welche sich in der Riemann- 


schen Fläche der Lösungsfunktion f(x) bewegen. Hält man also z. B. y fest und macht 
mit x längs des Einheitskreises einen vollen positiven Umlauf von + 1 ausgehend nach 
+ 1 zurück, dann kommt man mit dem Argument x vom Hauptblatt der logarithmischen 


Fläche in das darüberliegende Blatt. Gleichzeitig wandert dabei das Argument n von“ 


längs des Kreises mit dem Radius r im negativen Drehsinn um den Nullpunkt herum 


nach F zurück und landet in dem darunterliegenden Blatt der logarithmischen Fläche. 


Die additiven Zusätze, welche bei diesen Umläufen von den Gliedern f(x) und f ( - 


erzeugt werden, heben sich auf. Die Funktionalgleichung behält also ihre Gültigkeit. 
Durch solche Umläufe mit den beiden unabhängigen Argumenten x oder y gelangt man 
aber mit x und y in jedes Blatt der logarithmischen Fläche, und die Funktionalgleichung 
(18) wird dabei immer erfüllt. 

Durch das Prinzip der analytischen Fortsetzung läßt sich also die Funktional- 
gleichung (18), ausgehend von einer kleinen Umgebung U(1), in die volle Riemannsche 
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Fläche der Lösungsfunktion übertragen, und die Funktionswerte lassen sich dadurch 
eindeutig bestimmen, daß man die Argumente in die Riemannsche Fläche legt und längs 
Wegen auf der Riemannschen Fläche verfolgt. 

In derselben Weise hat man sich auch das Erfülltsein der Funktionalgleichung (0.3) 
durch die Lösungen (16) vorzustellen. Man geht aus von einer hinreichend kleinen Um- 
gebung des Punktes », =} (/5 — 1) und nennt etwa das Blatt, in welchem die Funk- 
tionswerte an der Stelle », verschwinden, das Hauptblatt. Dann setzt man, ausgehend 
von dem Funktionswert an der Stelle »,, analytisch fort und gelangt so zu beliebigen 
Argumenten auf der Riemannschen Fläche der Lösungsfunktion, wenn man alle Argu- 
mente als Veränderliche auf der Riemannschen Fläche betrachtet. Die Funktionswerte 
sind in Abhängigkeit von diesen Argumenten auf der Riemannschen Fläche eindeutig 
bestimmt und stellen genau die Werte dar, welche die Funktionalgleichung befriedigen. 

Über die analytische Fortsetzung einer Funktionalgleichung vergleiche man die 
Darstellung von W. F. Osgood [27], Kap. 9, $ 6, Permanenz einer Funktionalgleichung, 
analytische Fortsetzung vermöge derselben, S. 450 u. ff. 


$ 6. Definition der zyklischen Umsetzung s-ter Stufe. 


In. Verallgemeinerung des z. B. durch die Relation (0.3’’) definierten Pentagramma- 
zyklus betrachten wir Funktionen @(z,, &3,...,2,) von s Veränderlichen. Jedes der 
unabhängigen Argumente x,, Xa, - - -, 2; soll in demselben zusammenhängenden Gebiet & 
der komplexen Zahlenehene stetig veränderlich sein. X” sei das Gebiet des 2s-dimen- 
sionalen komplexen Raumes, das aus allen Punkten (x,, &,, . . ., 2,) besteht, deren sämt- 
liche Koordinaten x,, £3,...., 2, in X liegen (s-faches kartesisches Produkt). Dann soll 
P(&1, Xp, - - -, 2) als Funktion von s Veränderlichen in &” existieren, die Funktionswerte 
(2, %y--,,%) = %srı Sollen in X liegen und jeden Wert in % annehmen und 
P(& %y - -., 2) soll in X" eindeutig und sogar analytisch sein. 

Wir werden Veranlassung haben, auch solche Funktionen in Betracht zu ziehen, 
welche von Haus aus nicht eindeutig sind, sich aber durch geeignete Festsetzungen 
(Zweigfixierungen) eindeutig machen lassen. Z. B. ist die Funktion 


(1) — 1 — y—yY1— a2 = plz, y) 


von Haus aus nicht eindeutig, sie ist aber eindeutig auf der zweiblättrigen Riemannschen 
Fläche mit Windungspunkten erster Ordnung in + 1. Wir werden also unsere Voraus- 
setzungen über $(&,, £3,...,2,) dahingehend abändern, daß wir nur fordern, daß 
P(%, X, - - -, 2,) eine eindeutige analytische Funktion von mehreren Veränderlichen über 
einer Riemannschen Fläche & ist. Insbesondere seien die Fälle, daß & die schlichte Zahlen- 
ebene oder ein Bereich derselben ist, darin eingeschlossen. 

Einem Punkt P auf X kommen also zwei Bestimmungsstücke zu: 1) die komplexe 
Koordinate seines Spurpunktes in der Zahlenebene und 2) die Blattzahl, die angibt, in 
welchem Blatt über dem Spurpunkt P liegt. Wenn wir in unserem speziellen Falle die 
beiden Blätter durch einen Vorzeichenfaktor e = + 1 unterscheiden, dann schreibt sich 
die Funktion (1) als eindeutige Funktion über der zweiblättrigen Fläche in der Form 


(2) 2 = — r, 1 — y —y./i1—ı, 


wobei /x immer den positiven Zweig bezeichnet, der bei x = 1 den Wert +1 hat. 


e, ist die Blattzahl von x. Die Funktion (2) ordnet jedem Punktepaar P,( ) P, ( 


% 
€, 
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eindeutig. einen Wert z zu. Um später auch p[y, p(z, y)] eindeutig bilden zu können, 
müssen wir weiter voraussetzen, daß nicht nur z eindeutig fixiert ist, sondern auch die 
Blattzahl e, von z auf X als Funktion von z, e,; %, e,. In unserem Beispiel ist 





1-2 = +/ [+ (ee, 1 y—ay)) 
= + N — 2, 1 —yY—ay). 
Man kann sich auf eines dieser beiden Vorzeichen festlegen, also etwa auf das (+)-Zeichen 
und erhält 
(2). si —2= +, MM — a, —y—iy). 


Die Blattzahl e, von z ist nicht nur von den Blattzahlen, sondern auch von der Größe 
von x und y abhängig. Das System der beiden Gleichungen (2) und (2’) bestimmt aus 
.) und P, ( - auf der Riemannschen Fläche & eindeutig 
7 R Y & , ; . 





zwei beliebigen Punkten P,( 


) auf derselben Riemannschen Fläche &. Wir wollen die Glei- 


einen dritten Punkt P, (. 


chungen (2) und (2’) zusammenfassen in 


2 (2) lee) 


‘ 


Mit der durch (2’) gegebenen Zweigfixierung erhält man 


4 _./y 2\_/z 
() ar (&; .) 4 (.) 
während die entgegengesetzte Zweigfixierung 


4 = x — 2ıy? + 2ye, VYı— are, Vi — y: 
liefert. R . 
Man kann sagen, daß das System der Gleichungen (2) und (2’) einen Zyklus der 
Ordnung drei erzeugt. Die Gleichung (2) ist aus dem Additionstheorem für arcsin ab- 
gelesen. Man erkennt an diesem Beispiel, wie die Forderung des zyklischen Schließens der 
Argumentkette geeignet ist, die richtige Zweigfixierung zu induzieren, welche im Addi- 
tionstheorem verlangt wird, denn die Gleichung (2’) gehört genau zum Additionstheorem 
von arccos. Wir werden das Auftreten von Zyklen in Additionstheoremen weiter unten 
genauer verfolgen. 


Es werde nun vorausgesetzt, daß 


% % %\ _ (Fs+ı 
p ’ u un 
& E£ & Es+1 
eine. eindeutige analytische Funktion von s Veränderlichen auf einer Riemannschen 


Fläche & mit zusätzlicher Zweigfixierung &,,, des Funktionswertes x,,;, auf & ist. Wir 
schreiben auch wieder kürzer 


% 


“. ) u Y(2,, Iy*+n %), 
8 . 


wenn Mißverständnisse ausgeschlossen sind. 


Jede solche Funktion erzeugt aus s unabhängigen Argumenten auf ..X eindeutig ein 
neues Argument, welches gemäß der zusätzlichen Zweigfixierung in einem eindeutig 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 19 
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bestimmten Blatt von & liegt. Wenn man diesen Prozeß iteriert, indem man diese Argu- 
mente nach ihrem Index anordnet und nacheinander für »=1,2,... 


Pl, Zur » +» +) Irrs-ı) = Ivrs 
bildet, dann erhält man eine angeordnete Kette von Argumenten auf & 
%yy Ugy oo 0; Upı Dayın Tsrar * 99 Ts eo en 


welche beliebig weit nach rechts fortgesetzt werden kann. Diese Kette ist homogen in 
dem Sinn, daß die Verknüpfung von s + 1 aufeinanderfolgenden Argumenten an jeder 
Stelle der Kette die gleiche ist. 

Das ist eine natürliche Verallgemeinerung der Iteration von einer Funktion von 
einer Veränderlichen auf eine Funktion von mehreren Veränderlichen. Der Schwierigkeit 
(fürs > 2), daß man bei jedem Schritt s Argumente braucht, aber nur ein Argument 
neu gewinnt, begegnet man dadurch, daß man die Argumente in einer Kette anordnet 
und die Erzeugung eines neuen Argumentes immer auf die s vorhergehenden stützt. Die 
Anzahl s der unabhängigen Veränderlichen nennen wir Stufe. Sie ist identisch mit der 
Stufe!) der später zu betrachtenden Funktionalgleichungen. 

Die Festlegung der Anordnung der Argumente in der erzeugenden Relation 
P(X, %y,...,%) = Is; Ist mit einer gewissen Willkür behaftet. Man kann z.B. zu der 


zwei verschiedene erzeugende Relationen bilden, indem man 


Kılko 241) = Pl Zur) = Ivra 
bzw. 
Kalyn Y,41) = PlYrın Yr) = Yora 
ansetzt. Die zugehörigen Argumentketten haben die Gestalt 
%y, %y, Xılkı, 23) = Pl, 23) = 2%, Kılla Kılkı, %)] = Pla Plz, 2)] = au... 
Yı, Un XalYı, Ya) = PlYa Yı) = Ya, XalYa X2lYı, Y2)] = PlP(Yr Yı), Ya] = Yu --- 
bzw. nach Substitution des linear gebrochenen Ausdrucks für (x, %) 
son 1 mo B73 
n Te 4 Zar I Tg 
1 zn Yy(l — Yı) vr 
Yı Y 1 — YıYya Y%s; In Yyn—W Ya; 
(1 — y3)?(1 — YıYo) A ER 
I Ya ıy +2ytyim— NN 
Die erste Argumentkette schließt sich zyklisch nach fünf Schritten, die zweite aber nicht. 
Man kann sich für unseren Iterationsprozeß auch folgende anschauliche Vorstellung 


ausbilden: Die Argumente sind auf einer Geraden äquidistant angeordnet. Je s+1 
aufeinanderfolgende Argumente sind durch dieselbe Funktion miteinander verkettet: 


1—ı 
1 
I —— = 1, 1 — 112 = I, %ı =46u::-» 
1) ”4 ZıXs 3) 13 59 1 6 














Es läßt sich p(2,,2,-..%) = %;ı auch als eine Abbildung von s unabhängigen 
Exemplaren einer Riemannschen Fläche & in diese Fläche deuten. 
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Wenn wir die Kette auch nach links fortsetzen wollen, brauchen wir die Umkehr- 
funktion 9-! von 9 bezüglich des ersten Arguments. Vermöge 9-! kann man innerhalb 
der Argumentkette auch von rechts nach links fortschreiten und die Kette nach links 
beliebig weit fortsetzen gemäß 


jr ( Zu 2) - „=0(). 


’ ’ 
E,_s41 Ev-5+2 €, vs. 


Ur &y-. 2) = I, Soll ebenso wie p(z,, 2, ...,2%,) = %;ı eine eindeutige analy- 
tische Funktion von s Veränderlichen über derselben Riemannschen Fläche &% mit zu- 
sätzlicher Zweigfixierung des Funktionswertes auf % sein, so daß die Relationen 


\ 
e{p" ee u ee) rn. u Es uuN ) 
€ &; Es4ı) 8 Es4ı 
T z I, % T 
—ı ) Fa s ı 7a _ 4 
9 te le ’ )} (") 


gelten. Wir geben nun folgende Definition: 


p (& Tz 2) 2: a, 
b} b} .. } — 
& & % Es 


heißt genau dann erzeugende Relation einer Argumentkette s-ter Stufe, wenn folgende drei 
Bedingungen erfüllt sind: 


4 u .) . ei) 
(4) et a En 


existiert und ist eine eindeutige analytische Funktion von $ Veränderlichen auf einer Rie- 
mannschen Fläcke X. Die Blattzahl e,,, von &,,, ist eindeutig fixiert als Funktion von 


a % x ‘ z i 
( a RR ). und die Funktionswerte ( 2 nehmen jeden Wert auf X an. 
€] E&g €; Es+ı 


(4'') Die Umkehrfunktion 
1 e vr. nf ur. (%) 
€, Ez : Esy4ı €&ı 


von p bezüglich des ersten Arguments existiert und ist eine eindeutige analytische Funktion 
von s Veränderlichen auf derselben Riemannschen Fläche %. Die Blattzahl e, von x, ist 


’ 2.4 % 2 x ’ x 
eindeutig fixiert als Funktion von ( A “ und die Funktionswerte (") nehmen 
€, £z Es4ı 1 


jeden Wert auf & an. 
I % x % 
(4''') ( v v+1 ee vr. . ( u, 
p &, 4. FREE ‚Eyr+s ö 
p-! Fee Ly-3+2 .) — 5 
u a 53 &,-5 
für alle v=0(1). 


Wir nennen insbesondere eine erzeugende Relation (x, 2. . ., 2) = Ts, und 
die durch sie erzeugte Argumentkette entartet, wenn (X, Xı,...,2,) in einer oder 
mehreren der Veränderlichen z,, z;, . . ., x, konstant ist. 

19* 
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‘Beispiele: 


(2, y) = gl): 
48 ly), ER), El), © Y, glr), Fly), Fl, --- 
mn 2 
7 DREI, . -: k 
Darüber hinaus werden wir auch eine Argumentkette (s — 1)-ter und. niederer Stufe als 
eine entartete Argumentkette s-ter Stufe ansprechen. 


Über der durch eine Relation p(x,, 2a, - - -, 2s;ı) erzeugten Argumentkette s-ter 
Stufe als Basis definieren wir nun eine abstrakte Operation und nennen sie „Umsetzung 
s-ter Stufe‘. 


Definition: Eine Umsetzung s-ter Stufe u ist die abstrakte Operation, welche in einer 
a % x 5 

a — 2. definierten Argumentkette s-ter 
& & Es+1 

Stufe einem s-tupel benachbarter Argumente %,, Xyyıy «+ -, Zy+s-ı das nächste Argument 
eindeutig zuordnet. Die erzeugende Relation der Argumentketie heißt auch erzeugende 


Relation der Umsetzung u. 


durch eine erzeugende Relation v( 


Dabei ist die Meinung, daß die Umsetzung u als Operator zu der Argumentkette 
etwa in demselben Verhältnis steht wie die Operation „Translation“ zu den Punkten 
einer Ebene, welche der Translation unterworfen wird. Diese Parallele möge die Vor- 
stellung unterstützen, wobei natürlich der Analogie Grenzen gesetzt sind. 


Definition: Eine Umsetzung s-ter Stufe heißt zyklisch von der Ordnung n (ns) 
genau dann, wenn eine natürliche Zahl n existiert, so daß in der zugehörigen Argument- 


kette 
ra u (%) für alle v= 01) 


On 
gilt und n ZA minimal ist. 
Wir erklären eine Äquivalenz zwischen Umsetzungen der gleichen Stufe: 
Zwei Umsetzungen u und v mit den erzeugenden Relationen 


2 (2 Tg w =. no auf X 


’ * 
€ E&a Es41 


Ös+ 


und 1 [2 PR a ) = (1) auf 9 


heißen genau dann äquivalent, wenn eine umkehrbar eindeutige und analytische Trans- 


formation von & auf U existiert, () 4 H, (3) = 71 * so daß 
&r ö,/' \6, Er 
er Yı (%) ) i" (3 Ya £) 
(5) L [rfe().: r le MED... 
identisch in Yı, Ya; : - -, Ys güt. Wir wählen die Bezeichnung 


und oder kürzer u »v. 
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Zwei äquivalente Umsetzungen u und v heißen insbesondere gleich, u = v, genau dann, wenn 


X&=) und (# m ... 2) 7 (# x ... Y.\ ‚ identisch in Yı, Ya - + +, Yu, güt. 
B) q 6, Ö, ö, X ö, Ö, ö, ı Yı Ya Y gl 


Die angegebene Äquivalenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 


Alle zu einer zyklischen Umsetzung äquivalenten Umsetzungen sind wieder zyklisch 
von der gleichen Ordnung. 


Man erkennt diesen Satz ohne Schwierigkeiten als richtig, wenn man die Argument- 
ketten vergleicht. 


Argumentkette von u: 


re p'[lp-i(z,, . x); I “u. %-ı]» p (x, un. x); I Xp, rn Tg, 
(2, ..-> %); p[x,, .... Tg (X, »..- %,)], .n. 


Argumentkette einer dazu äquivalenten Umsetzung: 


er u 2 [pP (ty, tys), lyı, 0 tys-ıl» t'p-ilty, ee. ty), Yı» Y>, ... Ys; 
tioltiyı,...,1Y), t!pliyn . - .,12Y. Pltyn: + EY))y- 


Die Zyklen 3,, 33, - - -, 36 sind zyklische Umsetzungen zweiter Stufe der Ordnung fünf und 
zueinander äquivalent. 


Zusammen mit jeder Umsetzung u betrachten wir zwei weitere Umsetzungen, 
welche sich direkt an die Argumentkette von u anschließen lassen. Wir wollen sie durch 
die Bezeichnungen „‚inverse‘‘ Umsetzung zu u und „gestürzte‘‘ Umsetzung zu u unter- 
scheiden. 


Definitionen: Die inverse Umsetzung u”! zu der Umsetzung u wird erzeugt durch die 


Relation 
er a Be ad HR m! v=0l). 


’ ’ 
E,_s E,_s41 9-42 €, 


u-! ist als Umsetzung über der zu u gehörigen Argumentkette zu denken und bewirkt in dieser 
Kette eine Verschiebung der Argumente um eine Einheit nach links. 


Die gestürzte Umsetzung u* zu der Umsetzung u wird erzeugt durch die Relation 
* [Yr Yryı Be iue yes Yv+ı r) a rem „=0MM). 
r (2. d,4 Me Öy4s-1 v a a Ö,41 ö, Ö,4e a 
Die Argumentkette von u* lautet: 
er. $[lYs-1, en Yı» Y(Ys ee. Yyı)], P(Ys ro. Yı), Yı Ya + + +» Ys» 


p(y, 4.0 Yı), plp'(y, De Yı), Ys eo. Ya], 2 


Es ist zweckmäßig, die beiden Umsetzungen u-! und u* auseinander zu halten, obwohl 
sie sich nur dadurch unterscheiden, daß die eine nach links und die andere nach rechts 
gerichtet ist. 


Es kann vorkommen, daß u* = u ist. Wir definieren: 


Eine Umsetzung heißt genau dann selbstumkehrbar, wenn u* = u ist. 
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Das ist gleichbedeutend damit, daß 


$ %ı Ig T\ _ p* %ı % 
nu. u 8 


identisch in &,, £y - - -, x, ist und daß die Blattzahlen von p und g* übereinstimmen. 
Die Argumentkette einer selbstumkehrbaren Umsetzung hat die Form 
% P[l&-1 ..14%n P(%;, wid z)], P(%;, ch: %), Ip Zyy ++ Is 
p(2ı, RR %,) p[2;, Tg p(2ı, %)], wre 
Die zyklischen Umsetzungen 3,, 33, - - -, 36 2. B. sind selbstumkehrbar. Wir definieren noch: 
y(2) = x 
ist die erzeugende Relation der Einheitsumsetzung e. 


Die Einheitsumsetzung ist eine Umsetzung erster Stufe. Wir führen die „/terierten“ 
Pn Von P(X,, £y, - . .,%,) durch die Relationen 


er Bug er Ly+2 . 
Fe n ’ ee 
Ey+s-+n E&,4ı1 E42 Ey+s 


und ebenso die Iterierten 9,' von g'(x,, 2, .. ., 2) durch 


pe Ya Fi a BE Ka v=0(l), 


’ ’ 
E,_s-n E,s E&r-541 &,—1 


fürn =2,3,... ein. Die Iterierten von @ bestimmen sich eindeutig mit Hilfe von 9 
und ebenso die Iterierten von 9! mit Hilfe von @-!. 


a 


Ts 7 Is-ı ® " 
.. &, , &' ... var p} 


Hier schließt sich die Aufgabe an, ein Element einer Argumentkette s-ter Stufe in Ab- 
hängigkeit von s beliebigen anderen Argumenten darzustellen. Es sind jedenfalls s + 1 
beliebig herausgegriffene Argumente der Kette voneinander abhängig. Man gewinnt diese 
Abhängigkeit, indem man z.B. diese s+ 4 Argumente z,,r,,.- -, Lorı durch s auf- 


Beispiele: 


einanderfolgende 2,,1, Zy4z - - +, Zus (etwa v»+s <v,i=1,2,..,.s+ 1) mit 
Hilfe der Iterierten darstellt und aus s dieser Darstellungen z,(2,,1, - - + 2,4,) die 
Xy41y + + Xy4s eliminiert, falls dies möglich ist, und in die (s + 1)-te Darstellung 
2,(2,41 +, 2,4,) einsetzt. Die z,,, sind in Abhängigkeit von den x, im allgemeinen 
nicht eindeutig bestimmt. 

Wir gehen nun daran, zu einer gegebenen Umsetzung u die „Potenzen‘“ u” zu 
definieren. Die Umsetzung u wurde definiert als Operator über einer angeordneten Kette 
von Argumenten. Wir können uns die Vorstellung ausbilden, daß eine solche Umsetzung 
an einem Argument z, der Kette angreift und dieses Argument mit Unterstützung der 
Vorgänger 2,_, %-4--.,%-s;,1 um ein Glied nach rechts nach x,,, verschiebt. Es 
erscheint sinnvoll, als u? diejenige Umsetzung zu definieren, welche eine Verschiebung 
nach rechts um zwei Glieder bewirkt. Dann müssen aber auch die Vorgänger immer mit 
dem Adstand zwei ausgewählt werden. Wir legen also als Argumentkette für u? die Ärgu- 
mente x,, (bzw. 2,,,) zugrunde und bestimmen die erzeugende Funktion 9® von u®, 
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indem wir s im Abstand zwei aufeinanderfolgende Argumente, etwa %,, &,, Zgs +» 5 Lass 
als unabhängig wählen und z,, ,, in Abhängigkeit von diesen ausrechnen, falls dies möglich 
ist. Die so bestimmte Relation 


2 . 
9 (z,, T,+2) .„.. %,42s-2) 175 T,+2s 


wird im allgemeinen unsere Eindeutigkeitsvoraussetzungen für erzeugende Relationen 
nicht erfüllen. Wenn sich aber ein 9° so bestimmen läßt, daß die Forderungen (4') bis 
(4''') für erzeugende Relationen einer Argumentkette erfüllt sind, dann heißt diese Relation 
die erzeugende Relation der Umsetzung u?. Wir erhalten folgendes Bild: 


u 


ing Minass Annie See 


w 


In Sonderfällen kann die Stufe von u? kleiner sein als die von u. 

Für die Umsetzung u” werden wir die Argumentkette aus den Argumenten zx,, 
(bzw. Zun4, O0 SA Sn — 1) zugrunde legen, welche in der zu u gehörigen Kette im 
Abstand n aufeinander folgen. Wir definieren: 

ur(n =1,2,...) hat die erzeugende Relation 


P"(Iy, Lyra + + 6) Zurns-n) = Iyynss 


falls sich die Funktion 9" so bestimmen läßt, daß unsere Forderungen (4') bis (4''') für 
erzeugende Relationen erfüllt werden. 

Der Vergleich verschiedener Potenzen einer Umsetzung u ist nur dann wider- 
spruchsfrei, wenn man alle diese Potenzen auf die Argumentkette von u bezieht. Bei- 
spiele für die Potenzbildung: 


1 dmhmh amt miiimie- 

Wie bei der Bildung von u? gilt auch bei den höheren Potenzen, daß die Stufe einer 
Potenz u” kleiner sein kann als die Stufe von u. Es soll hier nicht untersucht werden, 
unter welchen Bedingungen zu einer vorgegebenen Umsetzung u die Potenzen dieser 
Umsetzung existieren. 

Wir erklären noch, was wir unter einer „Kovarianten bzw. Invarianten einer Um- 
setzung‘‘ verstehen wollen. 


Definition: Wenn durch die Relation (%) = 


v+8 
setzung u der Stufe s über der Riemannschen Fläche & erzeugt wird, dann heißt eine ein- 
% & ER 


u, % % .ö P 
( A ER ) eine Um- 
&, E£yyı Ey+s-1 


deutige Funktion k(? en .) von s Veränderlichen auf & eine Kovairante dieser 
1 2 8 


Umsetzung genau dann, wenn eine Funktion «(u) = v existiert, welche den Wertebereich 
von k umkehrbar eindeutig auf sich abbildet, so daß 


(6) Ele, Rn ee p we u =} a [* ( h. 


gilt. Wir werden dafür auch schreiben 
(6) u[k] = «(k). 


%% z\ .: 
Wenn insbesondere «(u) = u ist, nennen wir k (# er‘ al = eine Invariante der Um- 
1 2 Ü 


setzung u. 
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Z.B. ist 


1 —- 2) A— 
k(z, y) = ay ur en 


eine Invariante der zyklischen Umsetzung 3.. 


Wir stellen noch die Frage, ob man den neu eingeführten Begriff der Umsetzung 
mit bekannten algebraischen Strukturen in Verbindung bringen kann, wobei wir den 
Begriff „algebraische Struktur‘‘ in seinem allgemeinen Inhalt in Anspruch nehmen für 
eine Menge von Elementen, in welcher für gewisse Elemente mindestens eine Verknüpfung 
mit gewissen Eigenschaften definiert ist. 


Man könnte zunächst daran denken, die Umsetzung dadurch an eine algebraische 
Struktur anzuschließen, daß man die Menge der Argumente zu einer algebraischen 
Struktur macht, indem man als Relation in dieser Menge die Verknüpfung von s Argu- 
menten zu einem neuen Argument einführt. Bei der Darstellung der assoziativen Eigen- 
schaften legten wir diese Auffassungen zugrunde. 


Bei der Beschreibung der zyklischen Eigenschaften werden wir aber eine andere 
Deutung bevorzugen. Wir gehen aus von einer festen Umsetzung u und ihren sämtlichen 
Potenzen u” und setzen zu diesem Zweck voraus, daß u so beschaffen ist, daß sämtliche 
Potenzen u"(n =1,2,...) als Umsetzungen im Sinne unserer Definition existieren. 
Ebenso sollen auch sämtliche Potenzen u-"(n =1,2,...) von u-! existieren. Die zu u 
gehörige Argumentkette gibt uns also eine Menge von Umsetzungen an die Hand, die 
wir in einfacher Weise zu einer algebraischen Struktur machen können, indem wir zwischen 
zwei Elementen dieser Menge folgende Multiplikation erklären: 


(7) 3Jur &3 ur &3 urt rn u” - ur = ur, n=0() &m=o0li). 


Dabei ist die Meinung, daß die Definition des Produktes von Potenzen u” - u” voraussetzt, 
daß die Potenzen u”, u”, u”+” im Sinne unserer Definition existieren. Die Potenzen 
werden also nicht durch die Multiplikation erklärt, sondern umgekehrt, nachdem eine 
Menge von Potenzen eingeführt ist, wird nachträglich eine Multiplikation verabredet. 


Das Einheitselement der durch Gleichung (7) definierten Verknüpfung ist 
die Umsetzung u’ = e. Die Verknüpfung (7) macht die Menge U der Potenzen 
ur(n=0, +1, +2,...) von Umsetzungen, falls alle Potenzen als Umsetzungen im 
Sinne unserer Definition existieren, zu einer zyklischen Gruppe, welche isomorph zur 
additiven Gruppe aller ganzen Zahlen ist. 


Eine zyklische Umsetzung der Ordnung n wird charakterisiert durch 


zu" &u"r=e&nZiA minimal. 


Die Potenzen u’ einer zyklischen Umsetzung u sind, falls sie existieren, wieder zyklisch. 
Ihre Ordnungen n; sind Teiler der Ordnung n von u. 


(ut =e,nı = ge ‚ <l,n) = größter gemeinsamer Teiler von ! und n. 


<l,n) 


$ 7. Weitere Beispiele für zyklische Umsetzungen. 


In diesem Paragraphen werden wir zyklische Umsetzungen am schiefwinkligen 
sphärischen Dreieck, an den sphärischen Polygonen und in Schläflis Orthoschemketten 
nachweisen. 
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Mit a, bezeichnen wir die Seiten und Außenwinkel eines schiefwinkligen sphärischen 
Dreiecks in zyklischer Reihenfolge wie in der folgenden Figur. 


Wir beschränken uns auf Eulersche Dreiecke, d.h. 0 <a, <x für alle v. Dann gelten 
bekanntlich folgende Formeln (» mod 6): 


(1) COS A,,4 = C08 A, C08 A,;; — SIN A, SiN Q,,, COS A,;ı, 


— sin a, C08 A, ,, C08 4,,, — SiN A,;, COS a, 
sin a, sin Q,;, k 





(2) ctg a, = 


sina, SING, _ SIN@yy4 


- = — . = k*(a,, a,,,, Qy42)- 
SIN d,,; SING, SiNd,;,ı (Gr, Qy+1, Gr42) 





(3) 
Unter Benutzung von (2) erhält man aus (3) für den Modul k* 


(4) k*?(a,, Ay+1 Qy+3) 
sin ?a,+ sin?a,,„—2 sin?a, sin®a,,,—+ sin?a, sin?a, ‚, sin?a,,,+ 2sina, sina, ‚, C084,C08 4, ;ı CO8 @, ;s 
sin? a, ;1 1 





Die Wurzel aus k*? ist eindeutig fixierbar, denn die sin a, sind auf Grund unserer Be- 
schränkung auf Eulersche Dreiecke sämtlich positiv. Wir erhalten also, wenn mit k* die 
positive Wurzel aus k*? bezeichnet wird, 

sin a, 
k* (a,, dy+1 Qy+3) 5 
Die beiden Gleichungen (2) und (5) geben a,,, (0 <a,,,; <x) eindeutig als Funktion 
von 4,, Ay41, Ayya für jedes ». Sie bilden die Grundlage für die erzeugende Relation einer 
zyklischen Umsetzung dritter Stufe der Ordnung sechs. Mit der Substitution 





(5) sin QAy4; = 


T 


+1,0<a,<z 
(6) sina,= z,,csa,=e,/1— 2, «= 


7 


(Vz bezeichnet immer den positiven Zweig, der bei xz = + 1 positiv ist) und mit 
(7) k*(q,, Qy41, Qy43) = k & Br Pas = k(t,, Zy41 Zvr2) 
&, Eyrı Evr2 
folgen aus den Gleichungen (2), (4) und (5) die Relationen 
Ly 
k(%,, Zy4ı %u+2) ’ 


8) 8 yı-2,, Werth... An... «.. M— 2, eur — Tr+2 &r vi a 
„+3 +3 %yrı KlZu Zur Zr) 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 20 





(8) Lyrs = 
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(9) k?(z,, Ly+n %y +2) 


2 % + ss — 27, ers + % ER u + 2z, %,+2 E, ) 1 ya % E,+41 yi Fan PP €,+2 1 — un 
%rı E3 


Die Relation (8) zusammen mit der Zweigfixierung (8') erzeugt eine selbstumkehrbare 
zyklische Umsetzung dritter Stufe der Ordnung sechs über der zweiblättrigen Riemann- 
schen Fläche mit Windungspunkten erster Ordnung in + 1. Wir nennen die durch die 
Relationen (8) und (8’) erzeugte Umsetzung u die Umsetzung des schiefwinkligen sphä- 
rischen Dreiecks. Die zugehörige Argumentkette lautet 


oo 


2% = Zılk(2,, 2%, 25)]"', 


aV1— ee v—z 3 /1——z, & V1— a? 
2 2 I % y 














%; = 1: k(X,, 23, 25), 

sV/1— x} ” a /1—.i NN — 3% Vi 3}, 

% = Zu[k(%,, %, %)] ", 

sN—z 2. /Y1—a 3 Ni — 3 — 2, V1— 2 


a; ’ 


%g Ug %z 


et 


Für den Modul ergeben sich die weiteren Darstellungen 


1—laVi— d— 1-2] 
(9) Az, 22) = la 1a Vi = 2%, 1 — 2] 


. [z, sN— 3,8 — +. Vi] 
(9) + 2 


[x; «Vi — si —2+z s/1— 22 . 
+ 2 r 


Diese Darstellungen setzen voraus, daß k(z,, x,, 2;) definiert ist als 





























(9) 


(3’) k(%,, %, 2) = 
Neben k(z,, 2,, 2;) kann gleichberechtigt [k(z,, %a, &)]=" als Modul verwendet werden. 
Es gilt 

(11) [k(z,, %, 23)]"? 

_ ald+B—2 425 fi aid iz] 

= ars - ng "is l—n). 
Aus der Gleichung (3’) folgt 


(12) Krlayzıs Zoran 243) = Ul[h%(z,, 241 2u42)] = [kla,, Zur, %40)]. 
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In Worten: Der Modul k des sphärischen Dreiecks ist eine Kovariante der zyklischeu 
Umsetzung u des sphärischen Dreiecks. 

Wir stellen noch die Darstellung des Moduls durch die drei Seiten bzw. drei Winkel 
bereit und bezeichnen diese Funktion mit k(z,, Xy, £;). Sie kann direkt aus dem cos-Satz 
(1) gewonnen werden: 


2,2 ,2 
723%; 


(+2+2—-9)+2, 1 Rs — af a 


n 12 22375 sl: +3+ %—2) )— 22/1 —H 8/1 —z &/1 a] 
(13°) Aylzı, 2, 25) = ers 
A 4 ++ t— + 2 + 2X%x 2) +4 








(13) Klzı 2 2) = 











Führt man anstelle der sina, =, die cosa,=e,/1 — =, ein, dann entsteht aus 
Gleichung (13) der rationale Ausdruck 


A-HU-AU—) 
14 u ei 
(14) Ka, Ta 25) 1-5 5 +25 


Die Potenzen der zyklischen Umsetzung u führen zu den trivialen Umsetzungen 
(15) ws: Hz, Ir ur) = I 

bzw. 
(16) u®: p®%lz, 243) = %- 


Wir werden aber arm Beispiel der Umsetzung u? studieren, wie durch Einführung von 
Invarianten die Stufe erniedrigt werden kann und wie dadurch interessante Umsetzungen 
entstehen. 

Jede symmetrische Funktion #(z,, 23, 2;) in X, 23, 2, ist eine Invariante der Um- 
setzung u?. Aber nicht jede solche Funktion x(x,, X;, X;) ist als Funktion über der zu u 
gehörigen Kette 

#[%,, %, 25(%1, %y, 23)] = ** (X, 2, 25) 
Kovariante der Umsetzung u. Wir wählen als spezielle Invariante von u? den Modul 
k(z,, 2, %,) und &,, X, x, als drei benachbarte, unabhängige Argumente der Argument- 
kette von u? 


. Lo; I 3, %z In Tz, I a“ 


Da k(x,, %, 2,) eine Invariante der Umsetzung u? ist, hängt k(%,,,1, Xa. +3, %g,,;) nicht 
von » ab. Wir können diese Invariante konstant annehmen: 


(17) k(z,, 2, %,) = k'= konstant, 


und erniedrigen dadurch die Stufe der Argumentkette von drei auf zwei. Die spezielle 
Wahl der Konstanten als k"" erweist sich für später als zweckmäßig. Die Umkehrfunktion 


x;(2,, 23; k) zu (17) liefert die erzeugende Relation einer zyklischen Umsetzung zweiter 
Stufe. Wir berechnen diese Relation. 


Die Auflösung von Gleichung (17) nach x, ergibt zunächst 
(17) +3 +5 - Mas tas tm)+ katayız 


2er) =0. 
20* 
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- 





Das ist dieselbe Gleichung, welche von L. Euler [16] als allgemeines Integrai 
%;(z,, 23) = konstant der elliptischen Differentialgleichung 
dx, dız 0 


(18) zn % a ao 
Vu—-HMmM— Rd) M- HM— Ra) 











gefunden wurde. 


Aus Gleichung (17’) erhält man weiter 


„Fat at Rats -MU Ra) 
i 1-Paz 
Hier sind vorläufig noch vier Vorzeichenkombinationen denkbar. Wir werden aber die 


Zweige der Funktion x, (x,, &5; k) fixieren, so daß x, (2,, £3; k) eine eindeutige Funktion 
von zwei Veränderlichen über der Riemannschen Fläche mit Windungspunkten erster 


Ordnungin + 4und + k”" wird, indem wir x,, x, und x, als Argumente der zu u gehörigen 
Argumentkette auffassen und die dort fixierten Blattzahlen e,; einführen. Es ist nämlich 


u = ka, und 2, = kz;, so daß wir mit 7; = + 1 ansetzen können: ° 


sä 25 /1—a N —Ra3+ N2258,/1— 2 &, Vi — Rz 
1 Wa 


Wenn wir hierin 


u E BET 
„N—Ra=— [nal Ball dt nalt-al, 


























Vi Pag= [mV nm 3/1 — + 8 /1— 3] 


einsetzen und 








+3 —2n% + 22,232, /1 —u& vi — ze y1 —2 a8. 
+8 2 + ins +28 yA —n &/1 2 &/1 —z 
berücksichtigen, folgt eindeutig n, = n3 = — 1. Also erhalten wir 
AA RE) + za HDA— Ri) 
1— Ra 





1 Balal = 














19) = — 





= = = —. In gleicher Weise ergeben sich aus (17’) durch ähnliche Rech- 
5 3 


nungen eindeutig die Beziehungen 


— 5 «N —- 2, NN - 2 nn, NM Rai Ri 
19) „MM — 2= E 
1— Midi 

















& yı Ri, yı — R2—- Rus li —- 2/1 a 
1— az 


Das System der Gleichungen (19), (19) und (19'') erzeugt eine zyklische Umsetzung 
zweiter Stufe der Ordnung drei über der zweiblättrigen Riemannschen Fläche mit Win- 


dungspunkten erster Ordnung in + 1 und + k"'. Diese Umsetzung ist das Quadrat der 


19) Mi — Rt = 
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Umsetzung des schiefwinkligen sphärischen Dreiecks mit konstantem Modul. Die dieser 
Umsetzung zugeordnete Funktionalgleichung ist genau das Additionstheorem des ellip- 
tischen Integrals erster Gattung in der Jacobischen Normierung. 


Um (19), (19’) und (49'’) abzukürzen, führen wir die folgenden Bezeichnungen ein: 


5 AA —hr)+ 228, / (1 — 1) 1 — kai) 7 
| IPs R 


aM —- 2, 1 —- 2. Ries i—Rı 
1— Kai 


aVi-RE2eVi -R2—Roze/i - 2/1 — a} 











(20) (21, 23; k), 








(20') == Y(2, %3; k), 














(20’ = Plz, 2; k) 


Das hat zur Folge: 
(21) 
(21‘) 


und 





Oo zu=— plan zu h) für k- Fr. De 
I, Iy+2 


% __ %rr2 





= — v(a Bern; n für k = 


Ky+3 Ly+5 


(19')* E,r4 yi—z,, Ze y(z, T,+23 k) für k = zu 


v 
Ly 


bzw. = vs PR n) für k = 


Ly+3 


1 u MIR = Ylan2,4; h) frk=- tt — 
bzw. 
mm —— >= 2 x, 
&,+1 yı ku >- v(z T,+23 =) für k = . 


Ly+3 
Für die sechs Argumente der Argumentkette von u erhält man mit 


H_u_% 


3 u Ze 
(10) 21, 24 2 = — vl Zık; 5). % = Lk), 25 = Luk, 2, = — ylzıkT!, 2,; k). 


Die Umsetzung dritter Stufe der Ordnung sechs am schiefwinkligen sphärischen Dreieck 
ist in jeder Hinsicht das Analogon des Zyklus am Pentagramma Mirificum. Es liegt in 
der Natur der Sache, daß man verzweigte erzeugende Relationen zugrunde legen muß. 
Es bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, dieselben Rechnungen für höhere 
sphärische Polygone durchzuführen. Um die Betrachtungen nicht zu komplizieren, werden 
wir uns auf konvexe sphärische Polygone auf der Einheitskugel beschränken, deren Seiten 
a, und Außenwinkel «&, zwischen 0 und z liegen (0 <a,, «, <z für u =1,2,...,m). 
Außerdem fixieren wir für diese Polygone einen bestimmten Durchlaufungssinn. 
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Jedes solche sphärische m-Eck besitzt ein eindeutig bestimmtes Polar-m-Eck, wenn 
wir zusätzlich als Pol einer Seite denjenigen der beiden Pole festlegen, von dem aus 
gesehen die Seite im mathematisch positiven Drehsinn durchlaufen wird. Das Polar- 
m-Eck besitzt die Seiten «, und die Außenwinkel a,. Das sphärische m-Eck ist durch 
2m — 3 aufeinanderfolgende Stücke, z. B. a,, &, 43, . . ., &m_-1, Am-ı, eindeutig bestimmt. 
2m — 2 aufeinanderfolgende Stücke sind durch dieselbe Relation miteinander verknüpft. 
Diese Relation ist unabhängig davon, ob die Kette der 2m — 2 Stücke mit einer Seite 
oder mit einem Winkel beginnt, weil diese Relation sowohl für das m-Eck als auch für 
sein Polar-m-Eck gilt. Diese Relation zwischen 2m — 2 aufeinanderfolgenden Stücken 
ist erzeugende Relation einer zyklischen Umsetzung (2m — 3)-ter Stufe der Ordnung 2m. 
Wir werden diese Relation für ein beliebiges sphärisches m-Eck ausrechnen, indem wir 
das Polygon geschickt in Dreiecke zerlegen und die Formeln des sphärischen Dreiecks 
benutzen. 

Wir beziehen uns auf die folgende schematische Figur, in welcher wir Großkreisbögen 
auf der Kugel als Strecken in der Zeichenebene veranschaulichen. Wir entnehmen dieser 
Figur nur die Lage der verschiedenen Stücke zueinander, während die metrischen Aus- 
sagen durch Rechnung begründet werden. 























ai; 7, 













Es werden Hilfswinkel ß, und y, eingeführt. 
Y =Rr— (Br — u); n=3,4,... 






lu bezeichne die Entfernung von 1 nach u. Für die Hilfsgrößen 





(22) &, = siniusin y,, N. = sin iu cos y, Lu — cos 






erhält man die Rekursionsformeln 










Eu+ı = (Nu 608 a, + Z, Sin a,) sin &yyı + Eu 608 Auyı, 

(23) Nu+ı = (Nu 608 a, + L„ Sin a) C08 &u4ı — Eu SIN &urı, 

Cu+ı = Eu 608 a, — N, Sin a,. 

Mit Hilfe des Gleichungssystems (23) kann man alle Relationen an einem beliebigen 
sphärischen m-Eck ableiten, welche nur die Seiten und Außenwinkel dieses m-Ecks 
enthalten, indem man die Größen £,, nu, &, rekursiv bestimmt. Als Anfangsbedingung 
hat man zu setzen 12 = 41, Ya = %, bzw. & = =, &, =1. Soll sich das Polygon 
nach der Durchlaufung von m Seiten schließen, dann muß y„ =, mi = “u, Pa = En, 
bzw. Enzı = 7m+ı = 0, Imrı =1 gelten. 

Neben der Relation, welche 2m — 2 aufeinanderfolgende Stücke miteinander ver- 
knüpft, existieren noch andere Relationen zwischen den Seiten und Winkeln eines sphä- 
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rischen m-Ecks, z.B. die Relationen zwischen 2m — 2 gegenüberliegenden Stücken. 
Insgesamt gibt es m verschiedene Relationen zwischen 2m — 2 Stücken, die man dadurch 
auseinanderhalten kann, daß man angibt, welchen Abstand in der natürlichen Reihen- 
folge die beiden nicht berücksichtigten Stücke voneinander haben. Auch diese Relationen 
lassen sich mit Hilfe der Rekursionsformeln (23) in einfacher Weise bestimmen. Es folgt 
eine Tabelle der Relationen für die niedrigsten Fälle m = 3, 4. Alle Gleichungen bleiben 
gültig, wenn man Seiten und Winkel in ihrer natürlichen Reihenfolge «,, a,, %, » - -, X m; Am 
zyklisch vertauscht. 


m=3: 

(24) . sin &, ctg &, + sin a,ctga, + c08 %, cos a, = (0 
(24'') C08 4; = COS A, C08 4, — SiIN a, Sin Q, COS &, 
(24''') sin a, sin &, = sin &; Sin qa,. 

m—=h: 


(25') (sin &,c0s x; + cos ©, sin &, c08 a,) ctg a, + (cosa,sina, + Sin a, c08 a, cos &,) etg a, 
+ sina,sina,ctga,ctga, + C05%,C08A, COS &; C08A; — SIN X, SIN X, COSA, — COS %,SINA,SINA, 


(25'') C08 a, = C08 a,(C0S a, COS dA; — SIN A, SIN A, COS &,) — 
— sin a, C08 &,(sin a, COS a, + COS a, Sin a, COS &;) + Sin a, sin &, Sin &, Sin a, 
(25) sina,sina, = sin a, sin «,(sin &, ctg &; + sin a, ctga, + cos &, COS a,) 
(25%) Cosa, c08sa,— Sin a, Sin q, COS &, = COS A, C08 4, — SiN A, SiN A, COS &,. 
Ebenso wie im Falle m = 3 ergeben sich auch in den Fällen m =4,5,... jeweils aus 


der ersten Gleichung erzeugende Relationen zyklischer Umsetzungen. Durch die Trans- 
formation 


In &, = Zu... DA, = Zu, 
cos &, = &,_‘1V1 — a. 0080,=8, yı —ı, mtes,=+1 


entsteht aus jeder dieser Gleichungen eine Relation der Form 





Ku+2m-3 ing (1 Lu+1 a 


LT — , ı , 
2 € € € er 
Eu+2 NM—2. . u u+1 u+2m—4 


aus welcher man das Argument 2,;3m-3(0 < Zy+sm-a <1) und seine Blattzahl &,,m-3 
in Abhängigkeit von den 2m — 3 Argumenten &%,, Za+1 + + +, Zu+gm-ı und deren Blatt- 
zahlen &,, E441 - - +» &u+2m-, eindeutig bestimmen kann: 


g*: BER 
Turm-3 = + T+ g* »  Eu+2m-3 yı Ben Zorn ut 


(26) Feahz. ai R Iu+1 en i 


. 9 
Eu+2m-3 Eu Eyur+ı Eu +2m-a 


Lu +2m-3 


Y* 


’ 


Die durch (26) vermittelte Relation erzeugt eine Argumentkette, welche sich nach 
2m Schritten zyklisch schließt. Damit ist bewiesen, daß man eine zyklische Umsetzung 
(2m — 3)-ter Stufe der Ordnung 2m erhält. 

Die zyklischen Eigenschaften am rechtwinkligen sphärischen Dreieck wurden von 
L. Schäfli [33] auf Orthoscheme in Räumen konstanter positiver Krümmung beliebiger 
Dimension verallgemeinert. W. A. Wythoff [35] behandelte unabhängig von Schläfli den 
Fall der Dimension drei. Wir beziehen uns auf eine Arbeit von H. S.M. Coxeter [12] 
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über denselben Gegenstand und benutzen die dort eingeführten Bezeichnungen zur 
Charakterisierung der Winkel und Seiten des Ortoschems. 








Ein dreidimensionales Orthoschem ist nach Schläfli ein Tetraeder im dreidimen- 
sionalen Raum konstanter positiver Krümmung, in welchem drei der vier Begrenzungs- 
flächen aufeinander senkrecht stehen. Wir setzen die Krümmung durchweg gleich + 1. 
Das allgemeine Orthoschem ist eine Verallgemeinerung des rechtwinkligen Dreiecks auf 
beliebige Dimensionszahlen. Das allgemeine Orthoschem im positiv gekrümmten Raum 
der Dimension m wird durch einen Streckenzug von m Strecken erzeugt, der so beschaffen 
ist, daß jede nev angehängte Strecke auf dem Unterraum senkrecht steht, welcher durch 
die vorhergehenden Strecken bestimmt ist. 










m + 3 


Das m-dimensionale Orthoschem besitzt ( 4 ) verschiedene, nicht entartete 





Stücke, d.h. Kanten und Winkel. Wir unterscheiden die verschiedenen Typen von 
Winkeln als Keilwinkel erster, zweiter, dritter usw. Ordnung. Ein Keilwinkel nullter 
Ordnung ist eine Kante. Ein Keilwinkel erster Ordnung ist ein Winkel zwischen zwei das 
Orthoschem begrenzenden Kanten (Flächenwinkel). Ein Keilwinkel zweiter Ordnung ist 
ein Winkel zwischen zwei das Orthoschem begrenzenden Flächen, d.h. rechtwinkligen 
Dreiecken. Ein Keilwinkel dritter Ordnung ist ein Winkel zwischen zwei das Orthoschem 
begrenzenden Unterorthoschemen der Dimension drei. Ein Keilwinkel (m — 1)-ter Ord- 
nung ist ein Winkel zwischen zwei das Orthoschem begrenzenden Unterorthoschemen 
der Dimension m — 1. Die Keilwinkel (m — 1)-ter Ordnung des m-dimensionalen Ortho- 
schems sind die Keilwinkel schlechthin. 















Jedes dieser Stücke wird nach Coxeter durch ein Zahlquadrupel a 
[rstu], O<&r<s <t<usm+2, i D 

eindeutig festgelegt. Für m = 3 verwendet man zur Kennzeichnung der (.) = (2) = 15 | @ 
Stücke zweckmäßig Zahlpaare hk mit O<h<ks5 und kh= 5 —hk gemäß der (n 






folgenden schematischen Figur: 
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Die Zahlpaare in runden Klammern (z. B. (01)) bezeichnen die Keilwinkel, d.h. 
die Winkel zwischen den Flächen, welche an diesen Kanten zusammenstoßen. Weiter 
werden noch die Bezeichnungen „Hauptkanten‘ für die Kanten 12, 23, 34, „Neben- 
kanten‘“ für die Kanten 13, 24, 14 und „Hypotenuse“ für die Hauptkante 23 benutzt. 
Den Zusammenhang zwischen den Zahlpaaren und den Zahlquadrupeln der allgemeinen 
Bezeichnung erkennt man an den Beispielen [0124] = 35, [1245] = 03. 

Die Berechnung der Stücke eines beliebigen Orthoschems in Abhängigkeit von 
seinen Keilwinkeln geschieht nach Coxeter [12], S. 134-135 mit Hilfe der Klammer- 
symbole (s, t), welche wir, um sie von den Zahlpaaren zu unterscheiden, durchweg mit 
runden Klammern und Komma schreiben. Wir übernehmen für diese Symbole die 
Rechengesetze 


(27') (8, s) nur 0, 


(27°) (s,s+1)=1, 


(s,s + 2) 1 0 
| 1 (s+1,s+3) 1 0 


(fürs <t—2), 
; | 
1 (tt —3,1—1) A | 
0 1 (t— 2, t)| 
(27°) (r, 5) (t, u) + (r,) (u, s) + (r, u) (s, 1) = 0 
und die Darstellungen 
(r, s) (t, u) (r, u) (s, t) 
2 > —————— 
a u 7 1 =} (7,0 6,0) 
Daraus erhält man für die Keilwinkel [s(s + 1) (s + 2) (s + 3)] die Beziehung 
(28') cosec? [s(s + 1)(s +2) (s +3)]=(,5+2)(s +1,35 +3) (s=0,1,...,(m—1)). 
Die m Keilwinkel sind also auf die m + 1 Klammersymbole (0,2), (1,3),..., 
(m, m + 2) zurückgeführt, von denen man umgekehrt eines willkürlich (etwa = 1) 
wählen und die übrigen m durch die m Keilwinkel darstellen kann. Nach Gleichung 
(27''') läßt sich aber jedes andere Klammersymbol (s, t) mit —s > 2 durch diese m + 1 
Klammersymbole ausdrücken, also auch durch die m Keilwinkel, und man erhält mit 
Hilfe der Gleichungen (28) ein beliebiges Stück am Orthoschem in Abhängigkeit von den 
Keilwinkeln. 
Für m = 3 ergibt die Rechnung folgende Darstellungen für die tg?hk = ty: 


sin? [rstu] = 


Keilwinkel: 
4; = (0,3) = (0,2) 13) —A=4, 
tos = (1,4) = (1,3) 2,4) —1=1t,, 
toı = (2,5) = (2,4) (3,5) —1 =1t;; 


Hauptkanten: Nebenkanten: 
_ he I—h—t hu 1—h— 


aha = 57 °v > Team tu ' 
ge 4s2 teltıtetz, 1 — th —t;) FR tl, — 1 — tb 
u 1i+% ! A+n)A+%) ’ 
Pi tt, 1 —hh —Lz, een hu —1—tı hp 


“Mey Eu 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 
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Flächenwinkel: 
pe tt, —1 u tut, —1 
IE” er 


= 4, —1, = 4, —1, 


Bi} tt, —1 ut —1 


1+t, ’ re 


Indem man die Kanten des Orthoschems über einen der Endpunkte der Hypo- 


tenuse hinaus verlängert und zu 5 ergänzt, erhält ınan ein Nachbarorthoschem, welches 


aus denselben Stücken bzw. deren Komplementen aufgebaut ist. Die Stücke des Nachbar- 
orthoschems sind gegenüber den Stücken des Ausgangsorthoschems permutiert. Setzt 
man diese Konstruktion fort, dann entsteht eine zyklische Kette von Orthoschemen, die 
beim dreidimensionalen Orthoschem nach sechs Schritten wieder zu einem kongruenten 
Orthoschem führt. Die Kette schließt sich erst nach zwölf Schritten, denn nach sechs 
Schritten kommt man zwar zu einem kongruenten Orthoschem, dieses liegt aber, wenn 
man den dreidimensionalen Raum konstanter positiver Krümmung als Begrenzung der 
vierdimensionalen Einheitskugel in den vierdimensionalen euklidischen Raum einbettet, 
diametral zum Ausgangsorthoschem. (Man vgl. hierzu J. Böhm [8].) 


Diese schematische Figur ist im dreidimensionalen Raum mit konstanter Krüm- 
mung + 1 zu denken. Die unsichtbaren Kanten sind unterbrochen gezeichnet. Die rest- 
lichen, nicht angezeichneten Stücke erhält man, wenn man berücksichtigt, daß die 15 
Stücke in sechs rechtwinkligen Dreiecken angeordnet sind (vier Flächendreiecke und 
zwei nichtentartete Auffangdreiecke an den Endpunkten der Hypotenuse). In jedem 
dieser Dreiecke bilden die fünf zugehörigen Stücke einen Fünferzyklus. Diese sechs 
Fünferzyklen können beim Übergang zum Nachbarorthoschem nicht zerstört werden. 
Sie werden nur in ihrer Lage am Orthoschem zyklisch vertauscht. Jedes Stück des Ortho- 
schems gehört zu genau zwei solchen Fünferzyklen, und jeder Fünferzyklus hat mit 
jedem der fünf anderen Fünferzyklen genau ein Stück gemeinsam. Jeder dieser Fünfer- 
zyklen ist durch zwei seiner Stücke eindeutig bestimmt. 





zu. osonNne > N de 


N 
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Aus der Figur erkennt man, daß die 15 Stücke des Orthoschems in drei Untermengen 
gleichliegender Stücke zerfallen®). Gleichliegende Stücke in der Orthoschemkette sind 
z.B. die Keilwinkel und die Hauptkanten, bzw. deren Komplemente, welche in der 
Reihenfolge 45, 05, 01, 21, 23, 43 als Hypotenusen in den Gliedern der Orthoschemkette 
auftreten. Sie bilden ebenso wie die Stücke 35, 04, 51, 20, 13, 42 einen Sechserzyklus 
gleichliegender Stücke, während die restlichen drei Stücke 30, 14, 52 zu einem Dreier- 
zyklus Anlaß geben. Die Stücke jedes dieser drei Zyklen liefern in ihrer natürlichen An- 
ordnung je eine Argumentkette für eine zyklische Umsetzung dritter Stufe mit den 
Ordnungen sechs, sechs, drei beziehungsweise. Mit Hilfe der Darstellungen aller Stücke 
durch die Keilwinkel und unter Berücksichtigung von t,, =, erhält man die folgenden 
zyklischen Uıinsetzungen mit den zugehörigen Argumentketten: 


—1g45 = 2, —tm?05 =, —t01 =, 
teil =er, Ber, ter; 


X (41 — 1) 
(29) U;: T GEB (mem - E = — — — —_  — NT =r 
a rs Ze v+6 v 
1 I, Lyra + Lrlysıkvra i 


%,(2, —1) 
I, a — ——n 


ln nt+ nm) Bm —1) 
1— 1, — 2, + 2,8213 


il R 


: 1— 2, — 134 2,1313’ ” 


135 =, tm =, —tg5l =, 
120 =2, —twe’B=er, —t42 = x; 


1— a + Ark lvra 


N Iy+s = Ir, 
LyXLy+1%v42 


Iyı3 = 


ag TE 
1— 2, +2,22 ’ 1— 210 + 22323’ 


RER. 


—tg30 = 2, tl =, —tgi2 = r,;; 


Us: Iy+3 — Ir, I, U, Iy, Zyppe r +- 


Die durch die Relation (30) erzeugte zyklische Umsetzung dritter Stufe der Ordnung 


sechs (u,) ist ein Beispiel für eine nicht selbstumkehrbare zyklische Umsetzung. Durch 

. a 5 Die 2 i z+b 
Transformation mit einer beliebigen linear gebrochenen Funktion !(z) = Zu - 
ad — be + 0, erhält man aus den zyklischen Umsetzungen u, und u, zwei dreiparametrige 
Scharen äquivalenter zyklischer Umsetzungen. Die Potenzen der zyklischen Umsetzungen 
u, und u, ergeben zyklische Umsetzungen der Ordnungen drei und zwei gemäß den 
folgenden Ketten von Orthoschemstücken: 


45, 01,23; 05, 4,43; 45, 21; 05,3; 0,43; 
35, 51, 13; 04, 20, 42; 35, 20; 04,13; 51, 4. 


Diese Unterzyklen beleuchten die „Verwandtschaft“ der verschiedenen Orthoschem- 


stücke zueinander. Die Funktion 
1-8 tm 5 HB GO mm — 2 2 Ka, 2 &;) 
—1 ME u ee 


%) Hierauf und auf entsprechende Phänomene in höheren Dimensionen hat mich Herr Dr. J. Böhm, Jena, 
aufmerksam gemacht. 
21* 
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ist eine Kovariante der zyklischen Umsetzung u;: 


1 


(32) k(%, 23, 2) = Uılk(2ı, 2, 2)] = k(x,, &, 25) s 


Wenn die Kovariante k(&,, %,, 2;) eingeführt wird, erhält man für die Argumentkette 
von u;: 
I, %g, Ty, zk7, Zak, Tzknt, Ipee. 


Ebenso wie bei der zyklischen Umsetzung am schiefwinkligen sphärischen Dreieck kann 
man auch hier durch die Festsetzung k(z,, X, 25) = konstant die Stufe der Umsetzung u, 
von drei auf zwei reduzieren und erhält für (UF); konstant = Ur, die Argumentkette 


bzw. für u] ,-ı die Argumentkette 


1+k— . —ı 
Zu Zu 4 = gu > ya Sr EEE 
Die Schläflische Sechserkette von dreidimensionalen Orthoschemen ist die natürliche 
Verallgemeinerung der Fünferkette von rechtwinkligen sphärischen Dreiecken am Penta- 
gramma Mirificum. Dieselbe Konstruktion der Ergänzung der Kanten, welche von einem 
7 
2 
zu einem Nachbarorthoschem und zu einer zyklischen Kette von Orthoschemen, welche 
nach m + 3 Schritten kongruente Orthoscheme enthält. Die Untermengen gleichliegender 
Stücke geben wieder Anlaß zu zyklischen Umsetzungen, deren Stufe gleich m und deren 
Ordnung gleich m + 3 oder ein Teiler von m + 3 ist. Man erhält zu einem vorgegebenen 
Stück [rstu], O£r <s <t <u sm + 2, des m-dimensionalen Orthoschems die Unter- 
menge der mit diesem Stück in der Orthoschemkette gleichliegenden Stücke, wenn man 
[rstu] modulo m + 3 zyklisch abändert. Die gleichliegenden Stücke in der Anordnung 


Endpunkt einer Hypotenuse ausgehen, zu — führt auch in jeder höheren Dimension m 


(33) [rstu], [r + (se +NdaE+N)w+N))..„Ir+Netnt+nw+t rn]... 


bilden eine Argumentkette für eine zyklische Umsetzung, wenn man zusätzlich beim 
n 
2 
gruent null modulo m + 3 wird, und wenn man die natürliche Reihenfolge der vier 
Zahlen gemäß der Gleichung 


Durchlaufen der Kette immer dann zu — ergänzt, wenn die größte der vier Zahlen kon- 


(34) [rırar30] = - — [Orrzr;] für 1£r, <r, <r, Sm+2 


wiederherstellt. Man vergleiche hierzu J. Böhm [9], II, 5. Beispiele solcher zyklischer 
Argumentketten sind die folgenden: 


m=3 
[0123], [1234], [2345], 5 — [0345], [0145], 3— [0125], [0123],... 


[0235], 5 — [0134], 5 — 4245], [0235],.... 
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m=4 
[0123], [1234], [2345], [3456], 5 — [0456], [0156], 5 — [126], [0123], ... 


[0234], [1345], [2456], 5 — [0356], [0146], 5 — [0125], 5 — 4236], [0234], ... 


[0424], [1235], [2346], 5 — [0345], 5 — 4456], [0256], 5 — [0136], [0124],... 


[0434], [1245], [2356], 5 — [0346], [0145], [1256], 5 — [0236], [0134], .... 


[0135], [1246], 7 — [0235], 7 — [1346], [0245], [1356], 7 — [0246], [0135], ... 
p 3 2 


Diese Tabelle zeigt, daß sich die v 


schems in fünf Zyklen zu je sieben Stücken anordnen. Zu jedem dieser sieben Stücke 
gehört eine zyklische Umsetzung vierter Stufe der Ordnung sieben, deren erzeugende 
Relation man aus der Darstellung aller Stücke durch die Keilwinkel abliest. Z. B. ergibt 
sich für den ersten dieser fünf Zyklen mit 


— t82[0123] = x,, —tg?[1234] = z,, — tg?[2345] = z,, — tg?[3456] = z,, 
— tg?[0456] = 25', — tg?[0156] = z,, — tg?[0126] = a7" 


— 35 Stücke des vierdimensionalen Ortho- 


die zyklische Argumentkette 


%, %g, %y, X, 
PRESSERSSBEREN . zum. _ . iz... AMBANBENE 
Ad) — 2) —(— 2) 1 — 2)’ 
Zi (1 — 2325) [id — 2,2%) 1 — 232) - 1 — 2) 1 — 2] 
: 1—2)(1—2;) 
a) (1 — x,) (1 — 232,) 
(1 — 2,2) 1 — 22) - 1 — 2) 1— 2)’ 


Ig = In: 





%7 


Die Relation 


(1 a %,%y +1) (1 We %y +3) 
(1— 2,2,,) (1 iz Hi) — (1 -— 2,) (1 — 2,;5) 





(35) Iyrs — 


erzeugt eine selbstumkehrbare zyklische Umsetzung vierter Stufe der Ordnung sieben. 


$ 8. Weitere Funktionalgleichungen über zyklischen Umsetzungen. 


Geleitet von dem Beispiel der Funktionalgleichung zweiter Stufe für den Di- 
logarithmus, wollen wir jeder zyklischen Umsetzung u eine lineare Funktionalgleichung 
zuordnen, indem wir ansetzen: 


(1) Zur = Pl, Errn : »  Zrrs-ı) 


ist erzeugende Relation einer zyklischen Umsetzung s-ter Stufe der Ordnung n. Zu lösen ist 
die Funktionalgleichung 


(2) 3 fz)=0, identisch in 2, Zu - : +, %- 
v=1 
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Wir fragen nach analytischen Lösungen f(x) über der Riemannschen Fläche &, 
auf welcher die durch (1) festgelegte zyklische Umsetzung definiert ist. Die Funktional- 
gleichung (2) nennen wir die der zyklischen Umsetzung (1) zugeordnete lineare Funktional- 
gleichung oder auch die lineare Funktionalgleichung über der zyklischen Umsetzung (1). 


Die Funktionalgleichung 
f(x) + f{— x) =0, identisch in x, 
ist ein triviales Beispiel für eine solche Funktionalgleichung erster Stufe über einer 


zyklischen Umsetzung. Neben der Funktionalgleichung (0.3) findet sich als weiteres 
nichttriviales Beispiel das Additionstheorem des elliptischen Integrals erster Gattung 


f dt 
3 m. ——n ng == 3 
” Se Te 7 he 


(4) Mzı) + Az) + FI Ylzı, 22; k)] = 0, 


identisch in x,, &,. Diese Funktionalgleichung ist der durch die Relationen (7.49) bis 
(7.19) definierten zyklischen Umsetzung zugeordnet ’’). 


Man gewinnt die allgemeine differenzierbare Lösung direkt aus der Funktional- 
gleichung (4), indem man diese partiell nach x, differenziert: 


0) 
Piz) —- FI— ylau 2; kl zz. Y(2ı, 2; k) = 0, 


identisch in &,, &,. Mit x, = 0 erhält man 





1 ; 0 ı 
fen) —— FI re); 
Vu — ad) — kr} 
also ist (3) bis auf einen konstanten Faktor die allgemeine differenzierbare Lösung der 
Funktionalgleichung (4). 
Die zyklischen Eigenschaften gelten nicht nur für das Additionstheorem des ellip- 


tischen Integrals erster Gattung, sondern für jedes Additionstheorem, welches eine 
Lösung besitzt, die im Großen eindeutig umkehrbar ist. Aus 


(0.6) fzı) + fx) + Flplzı, 22)] = 0, 


identisch in x,, X,, schließt man nämlich durch Iteration 


fx.) + Flplzı, 2)] + Fly {22 Plzı, 2)}] = 0, 
identisch in &,, 2. Indem man diese Gleichung von (0.6) subtrahiert, erhält man 
(2) > ![p {2,, p(2ı, 2.)}]. 
Daraus folgt p {x,, 9(z,, 22)} = x,, wenn man links und rechts nach dem Argument 
auflöst und die Voraussetzung benutzt. Wir fassen zusammen in folgendem Satz: 


(5) Die Funktionalgleichung zweiter Stufe für den Eulerschen Dilogarithmus und jedes 
Additionstheorem der Form (0.6), welches eine Lösung besitzt, die im Großen eindeutig um- 
kehrbar ist, können einheitlich als lineare Funktionalgleichungen über zyklischen Um- 
setzungen verstanden werden. 


?) Der Zusammenhang mit den Formeln der sphärischen Trigonometrie wurde bereits von J. L. Lagrange 
[22] entdeckt. Eine ausführliche Darstellung findet sich bei H. Duröge [14], Abschnitt VII, 4. Auflage. 
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D4 





Die zyklischen Eigenschaften der Funktion 9(z,, 2,) in der Funktionalgleichung 
(0.6) lassen sich auch aus den assoziativen Eigenschaften der Funktion y(x,, z,) in der 
Funktionalgleichung (0.2’) ableiten. Wenn die Bedingungen (1. 1’) bis (1. 1”) erfüllt sind, 
folgt für die Funktion 

(6) ya, 2)]= (mer) = 
die Eigenschaft: 


"023 = plz, %) 


—1ı 


p {2;, Y(2,, %)} = 2, o [(z; » 2), = 0%, = %. 


Assoziative und zyklische Eigenschaften der Argumentfunktionen hängen also auf das 
engste miteinander zusammen. 


Unser Ansatz, welcher zyklische Umsetzungen in Beziehung zu linearen Funktional- 
gleichungen setzt, ist insofern noch unbefriedigend, als die zyklischen Bedingungen nicht 
ausreichen, um die Existenz solcher analytischer Lösungen der zugeordneten Funktional- 
gleichung zu gewährleisten, welche nicht identisch verschwinden. Wir werden nämlich 
im folgenden ein Beispiel für eine Funktionalgleichung über einer zyklischen Umsetzung 
kennenlernen, welche als analytische Lösung nur die identisch verschwindende zuläßt. 
Dazu betrachten wir die Funktionalgleichung 

N 


+ | 


ee yi—2—2+ 29) 
2—2z+ ıy2 


identisch in x, %, z, über der zyklischen Umsetzung (7. 29) und führen die folgenden Ab- 
kürzungen ein: 
u re BET EN 
1— 1 —z+ ıyz - y—i ’ d4—2—z3+ ıy 
Wir folgen dem Abelschen Lösungsverfahren, welches durch Differentiation und Eli- 
mination die Lösung der Funktionalgleichung auf die Lösung einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung zurückführt. Differenzieren wir die Funktionalgleichung (7) partiell 
nach x und ersetzen wir die unabhängigen Veränderlichen x, y, z gemäß den Gleichungen 


v(1 —u— w+ uw) ww —1) 


9) ee th ee 





durch u, v, w, so ergibt sich 
u—1 
v—1 


(10) (.—1)f(a) = (w—1) Fu) + vw) — uf (w)|, 


identisch in u, v, w. Dann differenzieren wir noch einmal, und zwar partiell nach u. 
Es entsteht 


fl) + (a — 1) (D] + url lu) + mw — 1) FW] = 0, 
identisch in x, u. Daraus folgt weiter 
a2[f(z) + (2 — 1) f''(x)] = konstant = 0, 
fd) +(«—YF(e) 


(a) = A... konstant. 
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7 





Jede Lösung der Funktionalgleichung (10) für f’(z), welche noch einmal stetig 
differenzierbar ist, gestattet also eine Darstellung (11). Diese Darstellung liefert aber nur 
dann eine Lösung, wenn A = 0 ist, wie man durch Einsetzen in die Gleichung (10) be- 
stätigt. Also ist f(x) = 0 und f(x) = konstant = (0, identisch in x. 

f(x) = 0, identisch in x, ist die einzige analytische (bzw. zweimal stetig differen- 
zierbare) Lösung der Funktionalgleichung (7). 


$ 9. Zyklische Strukturen allgemeinerer Art. 
Auch für die Argumente der Funktionalgleichung 


p+1 p 


(0.7) = f(x;) + 2 flpıtaı Lu. 24 )] = 0, 


identisch in x, 2, - . :, &p+1, gelten gewisse zyklische Eigenschaften, welche wir aber 
nicht mehr mit dem bisherigen Begriff der zyklischen Umsetzung erfassen können. 

Wir setzen wieder voraus, daß die Funktionalgleichung (0.7) p linear unabhängige 
analytische?) Lösungen f(x) (l=1,2,...,p) besitzt, deren p Jacobische Umkehr- 
funktionen A;(u,, uUy,...,4,) (k=1,2,...,p) im Großen p-wertig fixiert sind. Dann 
folgt durch Auflösung des Gleichungssystems 


» p+1 
zhlesten %y ++ %p41)] = os fı(z.), 


nach den Argumenten 9; 


pP+1 P+1 


(1) (94(2,, In. %p+ı) = (% - 2 fı(:), na, beit = 1a} . 


Die Funktionen 9; sind also symmetrische Funktionen in den &,, 23, - - -, £p4ı. Aus (1) 
erhält man weiter unter Benutzung der Funktionalgleichung (0.7) und der Abkürzung 
PilXı, Ip» 4 pri) = Pi 

7 


(2) (ten En) 2 (A [had + Ehe. Tele + htm} ® Pr 
P» 


Da die 2p + 1 Argumente z,,.. ., %p4ı, P1 + - -, 9 Völlig gleichberechtigt in die Funk- 
tionalgleichung (0.7) eingehen, kann man mit demselben Recht auf der linken Seite von 
(1) als Argumente von 9; auch beliebige p + 1 andere Argumente aus diesem (2p + 1)- 
tupel einsetzen. Wir wählen p + 1 verschiedene aus den gegebenen 2p + 14 Argumenten 
%yp ++, Xp413 Pi + +, 9 aus und bezeichnen sie mit %,, Ya, - - -, Yp+ı und die restlichen p 
Argumente mit %,, %%, -- -, %,. Dann folgt genau wie in (2) 


(3) (Yı(Yı, Yan -+ Yp+1)) u (yı), k= 1, 2, “pP. 


Im Falle p = 1 gaben wir dieser Eigenschaft die Formulierung: 9,(z,, 2,) erzeugt eine 
selbstumkehrbare zyklische Umsetzung zweiter Stufe der Ordnung drei. Die Relation (3) 
verallgemeinert diese Eigenschaft auf die Fälle p >1. An die Stelle einer erzeugenden 
Relation im Falle p = 1 treten p gleichberechtigte durch die Funktionen 9; (2,23, - - -, 241) 
(k=1,2,...,p) vermittelte Relationen. 
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Die Verallgemeinerung der zyklischen Eigenschaften eines Systems von Argumenten 
einer linearen Funktionalgleichung durch die Relationen (3) bezieht sich auf diejenigen 
zyklischen Umsetzungen, deren Ordnung um eine Einheit größer ist als ihre Stufe. Die 
Relation (3) deutet an, welche Strukturen man zu erwarten hat, wenn man den zyklischen 
Umsetzungen, deren Ordnung die Stufe um mehr als eine Einheit übersteigt, wie z. B. 
den zyklischen Umsetzungen des Pentagramma Mirificum (Ordnung 5, Stufe 2), in 
gleicher Weise allgemeinere Strukturen an die Seite stellen will. Sie weist auf die Not- 
wendigkeit hin, eine Erweiterung des Begriffes der Umsetzung in der Richtung auf 
„Umsetzungen mit mehreren erzeugenden Relationen‘ vorzunehmen. Es ist zu vermuten, 
daß sich solche Strukturen bei der Fortführung der Theorie der linearen Funktional- 
gleichungen einstellen werden. 


Ebenso wie im Falle p = 1 folgen die zyklischen Eigenschaften der Argument- 
funktionen (X, X, - - -, £p41) in der Funktionalgleichung (0.7) auch aus den asso- 
ziativen Eigenschaften der Argumentfunktionen Yr(&,, %, - - -, 2p41) in der zuge- 
hörigen Funktionalgleichung (0.2). Wir setzen voraus, daß die Verknüpfungen 


k 
Yrlı, Lay» +», Zprı) = O (XıRg*** 2,1) eine kommutative p-wertige Gruppe definieren. 
Dann bilden wir 


(4) Ir {yı(ı, Eu XCp+1) wre Y(%ı, 2% A Kp+ı)$ 
er p 
= {O (2° 24)°"O (1° 24} 
k 
=&(7,°° 241) 
k 1 v 1 p A 
=0 {8 (2,°''%)' 9 (1°) (2541) (4)} 
= Prltı, Ir», Iprı)- 
Setzen wir 9(2, 2.2.4) = 2% fürk=1,2,...,p, dann folgt unter Benutzung der 
Relation (4. 19) 
(921, nn Ip %,+1)) 
(p) & 1 ‚ ’ p ’ ’ 1 p 
=(Of{& (a1 vr x,) . (2 er 2) & (2,41) es -(2,41)}) 


B@öto (2° 24) °°* Oz, zus 24) Slar41) En (2,4) 


@),* - s p p - p 
=(O {zı +10 [15418 (2941) ° SO (2p41)]°*"O [ap4ı & (Aprı) °° * Ol2p41)] 


(®) 


(Ö {1° 230) 
2) (k=1,2,...,Pp). 


Insgesamt erhalten wir 
() ’ ’ ’ (p) 
(5) (Prltı Lan %,+1) = (2) (92 ;- op %p+ı) (2). 


Durch Iteration folgt hieraus die Relation (3) mit beliebiger Auswahl der %y,, %3, - - -» Yp+1- 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor W. Maier, Jena, habe ich für die stete 
Förderung dieser Arbeit im Ansatz und bei der Durchführung durch zahlreiche Hinweise 
und Ratschläge zu danken. Ebenfalls danke ich Herrn Professor J. Aczel, Debrecen, für 
wertvolle kritische Bemerkungen und Herrn Professor W. Brödel, Jena, für die mir 
zuteil gewordene Unterstützung. 
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Zur zyklischen Struktur gewisser Funktionalgleichungen. 
Von W. Maier und G. Wutzler in Jena. 


Die algebraische Struktur linearer Funktionalgleichungen der Gestalt 


k 
ZFl)=C, 
j=1 
in denen die k Argumente t, Funktionen von s unabhängigen Variablen x, y, 2,... sind 
und C eine Konstante ist, wurde in [1] untersucht. Es treten häufig zwischen den Argu- 
menten solcher Funktionalgleichungen zyklische Verknüpfungen auf, wie sie sich auch 
bei manchen geometrischen Problemen finden (z. B. Pentagramma mirificum von Gauß). 
In [1] wurde zur genauen Beschreibung der zyklischen Bindungen zwischen den k Argu- 
menten i; der Begriff der ‚zyklischen Umsetzung‘ eingeführt, wenn zwischen den 
Argumenten i, eine Relation der Form 


(1) = Plla-ı::-1n-3) 


besteht und dabei n alle ganzen Zahlen durchläuft und die Indizes der t, modulo k zu 
nehmen sind. (1) heißt die erzeugende Relation der zyklischen Umsetzung, s ihre Stufe 
und k ihre Ordnung. Für allgemeinere Funktionalgleichungen der Gestalt 


k 
Z(a+bö,)F()=C, 


j-1 


in denen ö, die Werte + 1 annehmen kann und a,b Konstanten bezeichnen, braucht 
man zur Beschreibung der zyklischen Eigenschaften der Argumente t, mehr als eine 
den Argumentzyklus erzeugende Relation. Für solche zyklischen Strukturen wird die 
Bezeichnung ‚‚zyklische Umsetzungen mit mehreren erzeugenden Relationen‘ vor- 
geschlagen. In dieser Note soll ein Beispiel für eine Funktionalgleichung angegeben 
werden, deren zyklische Argumentkette durch zwei erzeugende Relationen erzeugt wird. 


a = Qılla-n: -sba-d (mod X) 
(1') j =1fürn=g(p) 
j =2fürn=#g(p) mt O<qg<p,p|k. 
Die Funktionen g;(ta_1, - - -, {n_,) sind in unserem Beispiel eindeutige analytische Funk- 
tionen von s Veränderlichen über der komplexen Vollebene. 
Ein Beispiel für (1) findet sich bei Rogers [3]: 


1 —l,_3 
1 — In_oin-ı 





(mod 5) 


maı 


die 
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-; | 5 4 log t u. 
0 





t 1—1t 
Für die Funktion A(z) gelten die Eulerschen Funktionalgleichungen: 


R(z) + R[l(2)] 
(3) 


Ro) + Rika] 


9 log z 


lı(2) = 1 — z und |,(z) = : erzeugen eine Gruppe linearer Substitutionen der Ordnung 6. 


Unterwirft man die Argumente von (2) der Transformation 


‚ ’ ‚ a —1 ‚ 
a ee ara u =1 


5 
so erhält man mit Hilfe von (3) eine Funktionalgleichung der Form 3 A(t;) = e, ınder & 
j=1 
eine Funktion der {/, ist, die nur logarithmische und rationale Terme enthält. Schreibt 
man diese Funktionalgleichung mit anderen Argumenten {’/ unter der Nebenbedingung 
= 13’, so erhält man durch Kombination beider Funktionalgleichungen eine Funktional- 


gleichung dritter Stufe, die sich in anderer Form in [2] findet: 
R(w,) + R(w;) — R(w;) — R(w,) + R(w;) + R(w,) — R(w,) — R(w,) = e*. 
Dabei wurde 


ou; u, =; weh; web; web; weh; weh; weh 
gesetzt. 
Führt man den oben skizzierten Beweis ausführlich durch und setzt man w, = x 
1 ’ 
w, = Y, Wy = z, so ergibt sich die Argumentkette der w, in folgender Form: 
xy z—1 
ee, — 
’ Yy, ’ z ’ Y 1 DZ Y ’ 


Man prüft leicht nach, daß zwischen den w, folgende zyklische Umsetzung 3. Stufe der 
Ordnung 8 mit 2 erzeugenden Relationen besteht: 


”_ı Wn_ “ 
| w. Tr fürn =( (2), 
J Wn-ı 


, nr We-0 Un u — Wr 
|" ee fürn =1 (2) | 


(1”) (mod 8). 


Man kann insgesamt 6 verschiedene Darstellungen dieser Formeln angeben, indeın 
man alle w„ den Substitutionen w/, = l,(w,) unterwirft (k =1,...,6). Man erhält darn 
die transformierten zyklischen Umsetzungen 


= h{pl (ww); 
j=Afürn=0 2); j=2fürn=1 (2). 


Bemerkenswert ist nun, daß diese transformierten Umsetzungen Argumentketten er- 
zeugen, die aus der oben angeführten durch gewisse zugeordnete Permutationen der 
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Indizes der w„ hervorgehen. Es besteht nämlich eine isomorphe Zuordnung zwischen 
einer Gruppe von Permutationen und der oben erwähnten Substitutionsgruppe: 


l,(z) » (1,5) (3,7), 
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On the Existence Proof of the Flow in the Boundary Layer 
in a Compressible Fluid. 1). 


By M.Z.v. Krzywoblocki at East Lansing (Mich., U.S.A.). 





Introduetion. 


In spite of more than fifty years of development, the fundamental aspects of the 
boundary layer theory are not yet known. Not enough theoretical work has been devoted 
to the investigation of the existence proofs of the flow itself in the boundary layer and 
of the solutions of the equations governing the flow in the boundary layer. The equations 
of the boundary layer are nonlinear partial differential equations which are usually 
associated with two-curve boundary conditions. In the theory of differential equations, 
one distinguishes two main processes: (1) formal construction of a solution satisfying 
the prescribed boundary conditions; (2) proof of existence and possibly of uniqueness. 
Up to the present time there did not exist any proof of the nature (2). It is with the view 
of trying to construct such a proof, at least in a particular case, that the present work 
was undertaken. The goal is the existence proof of the flow in the boundary layer in a 
compressible fluid; the flow is governed by the Navier-Stokes equations. The technique 
is as follows: At first the well-known Lichtenstein’s existence proof of the flow in in- 
compressible fluid in a domain D with the boundary S is extended to the domain of 
compressible fluid. It is shown that the flow exists although the characteristic functions 
are restricted (small in magnitude), i. e., the flow is finite but slow. Lichtenstein’s proof 
does not fully reflect the actual conditions existing in physical phenomena, as the pressure 
p is prescribed only at one point. In the present generalization this restriction also appears, 
but it is shown that its significance is small. The velocities close to the body are small, 
hence the constructed proof is valid in the low subsonie part of the boundary layer. 
As the next step, the Blasius transformation of coordinates is applied and a two-dimen- 
sional flow is represented by means of an ordinary differential equation (one independent 
variable); using Weyl’s solution, the author returns back to the original space, showing 
that the solution so obtained is embedded into the Lichtenstein proof, thus giving the 
first existence proof of the flow in the boundary layer. The second boundary condition 
at large y is automatically satisfied. This technique of the embedding process seems to 
be completely new and offers a possibility of application to other systems. 

The main idea of the structure of the proof and all the detailed proofs in the text 
and in the appendices were done by the author of the present work. The formalism of 
the generalization of the Lichtenstein proof is contained in the dissertation of Mr. M. 
Saarlas, done under the direction and with the cooperation of the author. This is ac- 
knowledged by the author. The chapters on the boundary layer were done entirely by the 
author alone. 


1) Parts II and III of this work will be published in later volumes of this journal. For references see the 
end of Part 1. 
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1. Fundamental Concepts and Theorems. 


1.1. Newton’s Potential. Poisson’s Equation. Consider a three dimensional Car- 
tesian coordinate system in a Euclidian space and domain 2 in it containing the points 
at infinity. Let 2’ denote the domain with the points at infinity excluded. Let TE X 
be a bounded region with boundary $ and let u(z, y, 2) be a bounded integrable function 
in T+S. Let the region 7 be filled with gravitational mass with the density u, at 
point P(z,, %ı, 2) € 7, (u, Z0). Then the volume integral 


W(x,, Ya, 2,) ca [# dr, 
T 


dr = da,dy,dz,,r? = ( — 2)? + (y — Yı)? + (22 — 21), 


represents the gravitational potential (Newton’s potential) at P(x,, Ys, 23). Under usually 
accepted conditions the function W is a continuous function in 2. The first partial deri- 
vatives of W are components of the unit force at P(x,, Ys, 2) and are also continuous 
in &. To insure the esistence of the second partial derivatives of W, one has to impose 
additional conditions on u, i.e. Hölder conditions (hence called H-conditions). 


Definition 1. A function f(z,, Yı, 2,) is said to satisfy an H-condition at P(x,, Ya, 2;) 

if there are three positive constants c, A, and A such that 

| fa, Ya, 22) — (X, Yı» 2) | = |f(z, Y, 2) li - Ari. 

rn. — a” + —Yı) +2 — 2), A<1, 
for all points P(x,, %s, 2) for which r; Sc. If there is a region T in which f(x, y, 2) 
satisfies an H-condition at every point with the same c, A, and 4, then f(x, y, 2) is said 
to satisfy an H-condition uniformly in T. 

H-condition is certainly satisfied when « in a neighborhood of P(x, y, 2) has first 
continuous partial derivatives (Gauss’ assumptions). This is the stronger condition. It 
can be shown then that in a neighborhood of P(x, y, z) all second partial derivatives of W 
exist and are continuous. Thus, when Gauss’ assumptions, or only an H-condition, are 
satisfied at P(x, y, 2) € T the second partial derivatives of W exist, and it can be shown 
that they satisfy Poisson’s equation 

V2W = — Anu. 

On the boundary, in general, the second partial derivates of W do not exist since, 
passing from an exterior point of T to an interior point through the boundary 5, where 
u #0, V*®W hasa jump discontinuity of — Anu. Thus, in 2 the second partial derivatives 
represent only piecewise continuous functions. The behavior of W and its derivatives is 
summarized below in section 1. 6. 

The problem in potential theory is to determine a continuous function W, if such 
a function exists, that satisfies the Poisson’s equation in a region 7. In order to find a 
nontrivial function satisfying the Poisson’s equation, its behavior must be known on 
the boundary S, i. e., one is confronted with the boundary value problem. The function W 
is called the potential function. 


1.2. Definitions. In order to define a boundary value problem and to describe the 
behavior of certain potential functions and their derivatives, certain properties required 
of T and $ must be stated. Consider the surface $ as composed of elements each of which 
is a set of points, which, for some orientation of axes, admits a representation z = z(z, y), 
(x, y) € R, where R is a region of the x, y plane and where z = z(z, y) is differentiable 
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a required number of times. If z = z(z, y) has continuous first partial derivatives, i. e. $ 
has piecewise continuous normals, then 5 is said to be a surface of class A. If z = z(x, y) 
has continuous second partial derivatives, i.e. S has piecewise continuous curvature, 
then $ is said to belong to class B. Furthermore, if for any two points on S the first deri- 
vatives of z=z(z, y) satisfy a H-condition 


2 Ariı. 


where A const., r}, = (2, — x,)” . (Yys — Yı)? + (2, — 2)”, then S is called a surface 
of class Ah. If the second partial derivatives of z = z(zx, y) satisfy a H-condition then $ 
belongs to class Bh. A region T whose boundary consists of a finite number of surfaces 
of class A is called a region of class A. Similarly, if the boundary consists of a finite 
number of surfaces of class Ah, B, or Bh, then the region belongs to class Ah, B or Bh, 
respectively, [5], [7]. Similar definitions hold also for higher order derivatives. 

Besides the form z = z(x, y), the surface $ may admit representation in the forms: 
xz = x(y,2), y= y(x,z) where x or y are regular functions of y and z, or x and z, 
respectively. Within the meaning of the following investigation either x and y, y and z, 
or x and z are called the Gaussian parameters of the surface S$. 


1.3. Green’s Funetion. Below are collected some significant properties of Green’s 
function. Consider a bounded region 7 of class B and let P(x, y, z) be a point in 7. 
Let g(x, y, 2; x’, y',2') be defined in T as a regular potential function of P(x', y', z'). 
It is continuous on the boundary $, and assumes there the value 

1 
— ORREE TE TIE TER 


The Green’s function 


PR 1 a 
Kay a,y,z)=- tem y28,Y,2), 


defined as a function at P(x’, y', z’), is in every subregion of 7T that does not contain the 
point P(x, y, z), a regular potential function which vanishes on the boundary S. Approach- 
ing the point P(x, y, 2), @ becomes infinite as lim > 
r>0 

Furthermore, on $ the first partial derivatives and the normal derivative of G are 
continuous. In every subregion T + S< T + $ that does not contain the point P(x, y, 2) 
the first partial derivatives of G are continuous and satisfy an H-condition. If 7 is a region 
of class Bh, in every subregion 7’ + S< T + $ the second partial derivatives of G are 
continuous and satisfy an H-condition. Similar theorems hold for higher order derivatives 
of G, [2], [5], [7]. 


1.4. Solution of Poisson’s Equation. Let T be a bounded region of class B, and let 
u be a given function defined on 7 + S that in 7 satisfies an H-condition. The solution of 
Poisson’s equation 
V?W = —Anu, 
where W satisfies the prescribed values W(o’) on the boundary S, is the solution of this 
first boundary value problem and can be given by use of Green’s function, G, as follows, 


[2], [7]: 
We, „2-6 y,2; &,y',2') u'dr' + 7 E — G(z, y, 2; 0) W (o') do’. 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 23 
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1.5. PotentialSingle Layer and Double Layer. As will be shown later, it is advantageous 
to represent the solution of Poisson’s equation as a sum of several potential functions: 
Newton’s potential, potential single layer, and potential double layer. Newton’s potential 
has already been defined in section 1.1; the potential single layer and double layer will 


be defined next. 
Let u be a continuous point function on surface 5 and let P(x, y, z) be a point not 


on S. For all such points P(x, y, z) one defines: 


Definition 2. W,(z, y, 2) = f a 


o' " kaur . 
a do’ is a potential single layer. 
Ss 


Definition 3. W,(z, y, 2) = J u(c') i () do’ is a potential double layer, where 
Ss 


r=(«—e)’+y—y)’+l@— zZ’), [5], [7]. 
1. 6. Theorems on Potential Funetions W, W,, W.. Below are stated, without proof, 
the more important properties of potential functions W, W,, W;. 


1.6.1. Newton’s potential, W (x, y, 2) - [+ dt. 


T 

1.6.1.1. Let TE be a bounded region and let u(r) be a bounded integrable 
function in &. Then W and its first derivatives are continuous in &. Furthermore, the 
first derivatives satisfy an H-condition 

| D,W |! = A max | u(r) | re. 

where A const., 0 <A <1, 7, = (8 — 2° +»)? +» — 2)", [81,1 171. 

1.6.1.2. Let 7 belong to class B and let u(r) be a bounded continuous function 
satisfying an H-condition 

|u(?) li 2 Nris, 
then the second partial derivatives of W exist in 7 + S, are continuous, and satisfy an 
H-condition 
|D,W || s («, max |u(r) | + ©, N) ri., 

where N, %, %g const., 0<i< 1, ri 2 (2, — 2)” + (Y. — yı)” + (2 — 2), [3], [5], [7]. 


1.6.2. Potential Single Layer, W,(x, y, 2) (+ do‘. 


Ss 
1.6.2.1. Let 5 be a surface of class Ah and let u(o) be a bounded integrable 
function, then W, is continuous in 2” and satisfies an H-condition 


|W, || = max | a(o) | Arıs, 
where A const, O <A <A, r, = (u — 2)” + — y) + (2 — 2), [3], 5), [7]. 
1.6.2.2. Let 5 be a surface of class Bh and let u(o) satisfy an H-condition 
| #(o) li -+ Bris, 
then the first partial derivatives of W, exist in 7 + S and in the exterior region oT +S. 


When crossing the boundary S, the first partial derivatives of W, are continuous in the 
direction of the tangent on S; otherwise, they have a jump discontinuity on S at o;: 








oWw+ 2Wr 

On, On. ine Anu(o,), 

ow+ Wr re 
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Moreover, the first partial derivatives satisfy an H-condition 
|D,W, li 2 (C,B + C, max | #(0) )) Fiss 
where B, C,, C, const, 0 <A<1,r, =(, — 2)” +(y— Yyı) + (2 — 21)”, [3], 5], [7]. 


1.6.2.3. Let 5 be a surface of class Bh and let u(c) possess continuous first partial 
derivatives satisfying an H-condition 


| D,u(o) li = Cris, 
then the second partial derivatives of W, exist in T + $ and in the exterior region of 
T + 5. When crossing the boundary S, the second partial derivatives are continuous in 


the direction of the tangent on S; otherwise, they have a jump discontinuity on S. Also, 
they satisfy an’ H-condition 


|D,W, | <S (3C + e, max | a(o) |)ri2, 
where c, 63,6 const., 0 < 1 < 1, rie er (2, — 2)” + (y — yı)” 7 (2, — 2,)°, [3], [5], [7]. 


1.6.3. Potential Double Layer, W,(x, y, 2) = [to 
Ss 


1.6.3.1. Let 5 be a surface of class Ah and let „(o) be a bounded integrable 
function, then W, isin T + S and in the exterior region of T + S, a continuous function. 
When crossing the boundary 5, W, has a jump discontinuity at points o, where u + 0: 


(A) w; (0,) — W; (o,) = Anu(o,), 


0 
(B) WE) + Wale) = 2 [Me 3r(-,) de 


Moreover, W, satisfies an H-condition 
|W, || = d, max | u(o) |rı,, 
where d, const, O<A<A1, rn, = (, — 2)” +(% — Yyı) + (2 — 2), [5], [7]. 


1.6.3.2. Let 5 be a surface of class B and let #(o) possess continuous first partial 
derivatives satisfying an H-condition 


| D,u(o) li 2 Bri,, 
then the first partial derivatives of W, exist in 7 + S, and in the exterior region of 
T+S, and satisfy an H-condition 
|D,W, || = (d,B + d, max | (0) |)rı., 
where B, d,, d, const., O<A<1,r.=(, — 2) + (y — yı)’ + (2 — 21)”, [5], [7]. 
1.6.3.3. Let S be a surface of class Bh and let u(c) possess second partial deri- 
vatives satisfying an H-condition 
| Deu(o) | < Dris, 
then the second partial derivatives of W, exist in 7 + S, and in the exterior region of 
T+S, and satisfy an H-condition 
| D,W, || = (d,D + d, max | a(o) |)ri., 
where D, d,, d, const,O <A <1,r. = (, — 2)” +(y — yı)’ + (2 — 2), [2], [5], [7]. 
1.6.3.4. Let $ be a surface of class B and let u(o) satisfy an H-condition 
| u(o) li < Ar, 
23* 
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where A, A const., ri, = (2, — 2)’ + (y — Yyı)? + (2 — 2)”, for points (1,2) on $, 
then W has, on S, the value 

W,= (Wen + Win); 
and W, has continuous first derivatives on $ which satisfy an H-condition of the following 
form 


| 0Ws |? 
| 2 ‚saArı, 


where a, A, A const. and m designates a tangential direction on S, [3]. 
1.6.3.5. Let 5 be a surface of class Bh and let u(co) have continuous first partial 
derivatives which satisfy an H-condition 
| One) |} 
| om 
where B, A const., ri, = (2, — 2)” + (ya — Yı)? + (22. — 2,)”, then W, has continuous 
second partial derivatives on $ which satisfy an H-condition of the following form 
|®Ws’_ f 
| om? 1 La bBris, 
where b, B, A const. and m designates a tangential direction on S. Similar theorems hold 
also for higher order derivatives [3]. 

1.7. Behavior of the Solution of the First Boundary Value Problem at the Boundary. 
Consider the first boundary value problem as stated in Section 1.4. Let TEL bea 
bounded region of class B and let f(s) be the prescribed boundary values of the solution 
W (x, y, z) on boundary S. Considering two points, s and ti, on the boundary, and points 
(21, Yı, 21), (X, Ya, 22) not on the boundary, one can state the following theorems: 


1.7.1. If f(s) is continuous and satisfies an H-condition 
If) — fl) | < Arz, 
where A, A const., O<A<Ii,r, = (,— 2)’ + (y, — y)”’ + (z,— 2)”, then W (x, y, 2) 
is continuous in T + $ and satisfies an H-condition 
| W (x, y, 2) 7 < c, Arı, 
where c, const., "1, = (2, — 2)” + (ya — Yı)’ + (2 — 2)”, DB]. 


1.7.2. If f(s) and 2 4 =f’(s) are continuous, and if f’(s) satisfies an H-condition 


d 
Fa —fW)|<Bri, 
where B, A const., O<A <A, r, = (2, — 2)’ + (y — y)?’ + (z,— 2)”, then the first 
partial derivatives of W(x, y,z) are continuous in T + S and satisfy an H-condition 
| D,W(z, y, 2) li C, Brı,, 
where C, const., rn. = (u — 2)’ + (%» — Yı? + (2 — 21)”, [5]. 
1.7.3. Let TE Zbearegion of class Bh, and let f(s), f'(s), f"'(s) be continuous and, 
furthermore, let f’’(s) satisfy an H-condition 
PO —fW|<Cr,, 
where C, A const, O<A<1A, r, = (x, — x)” + (y, — y,)” + (2, — 2,)”, then the second 
partial derivatives of W(x, y, z) are continuous in 7’ + $ and satisfy an H-condition 
|D,W(a, 9,2) || <«,Crı,, 
where c, const., r, = (3 — 2 + y—y)? + a — a)". 
Similar theorems hold also for higher order derivatives, [5]. 
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1.8. Solution of the Fredholm Integral Equation. The solution of the Fredholm 
integral equation 


1 212 
(1.8.1) Pe) ["; an p(o') do’ = ®(o*) 


appearing below is stated without proof. (1.8.1) has a solution if, and only if 
(1.8. 2) S g(e) ©(o) do = 0, 
where g(o) is the solution of gr adjoint homogeneous equation of (1. 8. 1) 


02G (o*, o') 
u * rUt ai m 
g(e’) — a. (o*) —e a, rrdo* = 0. 


The solution of. the homogeneous equation of (1.8.1) is p = const. If the condition 
(1. 8. 2) is satisfied, then the solution of (1. 8. 1) is determined up to an additive constant 
and can be found in terms of the resolvent kernel X (o*, o') as ([6], 394—395, 404; [9], 66) 


p(o*) = ®(o*) + [ K(o*, 0’) ®(o’') do’ + p°, p® = const. 


2. Fundamental Equations. 


The following set of Navier Stokes equations has been assumed to be fundamental 
in describing fluid flow in the domain of continuum. 


Equations of motion: 


oV ou (% =) 


nt% 0% \0x ' %)’ 


02 © 


cu ou 
=) ur ey 
where 


— =0, (steady flow). 


Equation of continuity: 
(2. 1. 4) 


Equation of energy: 


(2.1.5) oc. (u 55 


where 
ou 2 ow\? ov ou\? ) 
— (2) +(2) „fe ein +( 
Equation of state: 
(2.1.6) p=oRT. 


The reader should keep in his mind that the letter 7 denotes both the temperature 
and the region. There is no ambiguity in the text because of that. 
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3. Existence Proof. 


3.1. General. Consider a steady motion of a compressible fluid in a region T< 2 
bounded by a closed analytical regular surface $S. The system of equations describing the 
flow is given in Chapter 2. It is necessary to postulate the following minimum require- 
ments for the variables under consideration: 

In T+S: 

1. the velocity components u, v, w possess partial derivatives of first five orders 
in T and of first four orders in $; 

2. the pressure p has partial derivatives of at least first four orders in 7 and of 
first three orders in $; 

3. the temperature 7, heat conductivity coefficient k, and viscosity coefficient , 
possess partial derivatives of at least first four orders in T and of first three orders in $; 

4. the density o has partial derivatives of at least first four orders in 7 and of first 
three orders in $; 

5. the functions ou, ov, ow have partial derivatives of at least first four orders; 
approaching the boundary S, they take on the prescribed boundary values p(o), y(o), x(0), 
respectively. 9, y, x are continuous functions of Gaussian surface parameters of S, have 
partial derivatives of at least first two orders and satisfy 


[Ip cos (n, x) + ycos(n,y) + x cos (n, z)] do = 0 


where n is the inner normal on $ at point a = (x, y, 2); 

6. the function kT has partial derivatives of at least first four orders and approaching 
boundary 5, takes on the prescribed boundary value x. nz possesses partial derivatives 
of at least first three orders; 

7. the components of force X, Y, Z possess partial derivatives of first three orders 
in T and of first two orders in $; 

8. all the partial derivatives above exist and are continuous; those of the highest 
order satisfy an H-condition; 

9. the Green’s function, G, appearing in the proof and the properties of the solution 
of Poisson’s equation are discussed in Appendix II. 


3.2. Equivalent System of Equations. 

3.2.1. Equation for Pressure. Consider the equations of motion (2.1.1) to (2.1.3) 
in the following form as obtained from the original equations by dividing by # and multi- 
plying by e: 

du 


(3. 2.1.1) “ul EP + oyru o 00 2 „u ou ou 


3%: 3 % dx 0x 
ou [ou ou (Ow _ u 
T »(z 4 at 02 (= r =). 
= — 2 02 ou Ov 


ze 


ou [du ou (Ov  Ow 
+ Be + EIpe? 02 K- +2) 


2 oe , u ow 
=— == = 2w el 
8.2.1.3 «9 2, tevw+z3. 370, +2, % 


ou (dw ou (Ov 
+ ( 5 =); 2% + 5). 


+2 
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where 


2 
(3.2.1.4) a=&, 


Differentiating (3. 2. 1. 1), (3.2.1. 2), (3.2.1. 3) with respect to x, y, z, respectively, and 
adding, one obtains 

(3.2.1.5) Vp=A, 
where 


(«X olaY 
(3.2.1.6) A= . 4 TE 07:0 — Eur? 


100 100 





ou , 0o 
ARNELT: rät Vo + 3 ls + 3el 


+ [vw + 


100] [© e,? 12 Mu ou uov Hu dw 

302 | |0z - O220x  Oyloy ' 028 & 
0? u ow Qu ov  Ow 

late talet3 tt) 


00 ou 0v ow 
aa ae aa En) 


oudv , dudw  dvdw 

+ nu ox =) 
1 22) Ou | „u 
0 


v2 0x ur 


The requirements on the derivatives of p, in (3.2.1.5) are governed by two 
aspects: solution of (3.2.1.5) which formally requires 3-rd continuous derivatives of 
u,v, w, and the form of (2.1. 1) which requires the fourth derivatives of p and 5-th 
derivatives of u, v, w. The second, stronger condition will be enforced throughout the work. 
By use of (3.2.1.5) one can write y 2.4.1) — (3.2.1.3) as follows: 


2\02 
- ou ou (Ow 000 
I ie. (& +2 )+3% 


= 2eı 00 
EN »(2 d2 t au) +, 0) (2 y + x) 
0v ;) 


1 Op 
(3. 2.1. 8) velm—gup)+gyA+ar +22 - 3 


ou [Ou ou[ow  Gv\ 000 
+22(& ++er+sn 
= | % , 2% 
Verla tut late) 


- 
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(3. 2.1.9) V2(eu—;:p) + 5 24 +02 + 2 (5) 


ow ou (Ow 0600 
(% ” )+2(% +2) +35 


0x 
R 00 co ow 
=uV. +2 were u) +5 (2 +av)+ (2; ta). 


ou 
t3 0x 


The equations (3. 2.1.7) — (3. 2.1.9) are in the form of Poisson’s equations: 
V!(eu—3zp)=—($32A+B), 
(3. 2. 1. 10) Vo» —Iyp)=—($yA+C), 
V?(ow—3zp) =—(32A + D), 
where B, C, and D are of the form 


Be 000 (3) ev e( =) 
Be “rt 0x \0 k + lat)t ='7% 


00 ou [. 00 \ ou/.0o 
— uy? e— (2 rt au\— 3, (270 + a0) (25° + x), 


The equations (3. 2. 4. 10) will be solved by use of Green’s function 
G(t, r') = G(z, Y, 2, x, Yy, 2) 


(see section 1.4): 


(3.2.4. 12) an(o u; ap) [sank ee + an -G(t, 0') (ou)' d 


3 far 0) x'p 


(3. 2. 1. 13) an(e 2; yP) ‚fe n9)(; aa + =— G(t, 0’) (ov)' do’ 


1 na ie 
A Fon oryp 
Ss 


(3.2.1. 14) an(eu—; :p) - [ct r) (574 + D‘) dr’ + iv G(t, 0') (ow)' do 
T Ss 


1f[0 oa 
[ir em) zn do 
Ss 


is the inner normal derivative at 0’ = (x’, y',z') on boundary S. From 


0G(t, o') 
on’ 
(3.2.4.5) one obtains, in the same manner, 


(3. 2.1. 15) ie -— [en Ar zu - G(t, 0’) p'do’, 


where 


whence, multiplying by x and dividing by 8, 


(3. 2.1. 16) sap Br [et 7) A'zdr’ + sale Gl, 0) p'zde. 
r Ss 
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Substituting (3. 2. 1. 16) into (3, 2.1. 12) and rearranging terms 


(3.2.1.17) ou= an [et T) [2 — x) A’ +2B']dr + & A G(t,0')(<— x’) p'do' 
Ss 


tar ‚G(r, 0') (ou) do’. 


Similarly, one obtains equations for $yp and }zp, which upon substitution into 
(3.2.1.43) and (3. 2. 1. 14), respectively, give 


1 ’ ’ ' 7 ' 1 0 ! a 
(3.2.1. 18) er = [En A + 20 ]dr’ + 5- | 3,61%, )(y—y) p'do 
Ss 


1 


4. 
in 6, o')(ov)' do’, 


+, 


and 


(3.2.4. 19) eu=;, [6 T)[(z’ — 2) A +2 Dir +, | G(t, 0')(a— 2) p'do’ 
r Ss 


1 [0 ’ Ir 
"22 än, e1r, 0’) (ew) do’. 
Ss 
Differentiating (3. 2.1.17) — (3. 2. 1. 19) with respect to x, y, z, respectively, and 
adding, one obtains 





(ou)  Llov) low) 
(3.2.4. 20) | er ar 


02 0? 0? 
-2 fie u)’ er So +te u)’ u do’ 
Pf Ger oje 
0) 
rt J te — 96 + ae +, a1} Atar 


+ frfäje- ng] 3[o-n&]+äle-ni]]e 


=(. 
By use of the following identities 


6 
le DE + WNel+ eG] 
1) 
ICH WE +H WW te 
N 26] .-2 236 
alte | + 5 |e-223, 
02G 


.aG a6 
ind} 73 aa Au A 7 A 2) San On’ 


(3.2.1.2) | 
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and of (3. 2.1. 15), the equation (3. 2. 1.20) can be written as follows: 


02G 0G 
(3. 2.4. 22) u +[Re- «') eur + HUN +e— 2) on} de 





do’ 








2 ß) 
+2 fe a + ar 


ee Ip+zc+zDlar 





; 0G 0G 
+ [e - nr + v9, + (z2' — z) jr A’dr' =(. 
T 


The second integral in (3.2.4. 22) can be expressed by use of Green’s formula 
(Appendix I) as 


(3. 2.4. 23) eV) , eW) 


ey 02 |’ 
where oU, oV, oW are regular potential functions in 7 satisfying V?(eoU) =, ete., 
and when approaching S, take on prescribed values in the form of point functions , y, x 
(See Section 3. 1) 2). 

One shall use (3. 2. 4. 22) in the following manner. Let the point (z, y, z) approach a 
point o*(z*, y*, z2*) on S. If one considers a vector r from r to o’ then one can write 


E= 





82 | + 





02G 02G 02G 

(3. 2. 1. 24) Jr \e- x') er + Kuh Sud 4) 7 A due )z s|de 
# 0°G(t, 0’) e') 2 
ui; 20  drön on 


since 
no RL, BL. 0 
s- tu N.tre-2, me 

where ? = (£«— 2’)? + (y— y’)? + (2— 2’)®. 

For the purpose of considering the behavior of (3.2.1.24) on the boundary 5, 
one can construct a rectangular coordinate system £, n, Z at point o’ on S. Let the positive Z 
axis coincide with the inner normal n’ at o’, and let £ and n axes be tangents to S at co’. 
Then it is shown in [8] that, with appropriate assumptions, the normal derivative of 
Green’s function in a neighborhood of o’ can be written in the form 


3.2.1.2) > IC, IR SED er una BB Zi ne 


r DB, N, L; e'), 


where? =&®°+ 7? + {°, a,, a, are the principal radii of curvatures of $S at 0’. ® can be 
represented ([8], 242—252) by a linear combination of harmonie functions u, ..., 4, 
which are of logarithmic form, i. e. »logr. 


The derivatives of ® of order i are of the order z . From (3. 2. 1. 25) it follows that 


02G(&, 1, h 40 
a ten) )+ nie, 





(3.2.1.%6) rı 











2) The expression (3. 2. 1. 23) exists in 7 + $, is continuous and certainly possesses continuous first order 
partial derivatives satisfying the. H-condition. 
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where ®, contains the remaining terms after differentiation. As it can be easily verified, 


the derivatives of ®, of order j are of the order Using (3. 2. 1. 26) equation 


ri+tı" 


(r) de’ — f p'd,de'. 
Pr) Br 20 -) de‘, 


and let > o*. Then, according to debian 1.6.3.1 (with „=p, adding (A) and (B), 
and dividing by 2) 


(3. 2.1.24) can now be written as 
(3.2.1. 27) jr a 4 


Next consider 


do’ = 











‚0 (i\,, 
(3. 2.1. 28) P(o*) = 2np(o*) +/p =) do’. 
Ss 
Thus, upon letting > o*, (3. 2. 1. 27) becomes, by use of (3. 2. 1. 28), 
(3.2.1. 29) lim (— Jr’ de) - ee (= ;)de " (0*, 7’) do’ 
r>0* 
‚926 (0*, c') 
u =. * ’ 
= — 8np(o*) fr p EC do 


8 
where again use was made of (3. 2. 1. 26) for the last two terms. This is the desired form 
of the right hand side of (3. 2. 1. 24). Upon substituting (3. 2. 1. 29) and (3. 2. 1. 23) into 
(3. 2.1.22) one obtains an integral equation of the Fredholm type (See Section 1.8): 











(3. 2. 1. 30) ee 7, (rt Peg: T) d0' = B(ot), 
where 
(3.2.1.31) D(o*) = le + 2 + =] 
feed ger So) 


na 
en ra | Ar. 





(3. 2.1. 30) is analogous to (32) in [6], where is shown on the basis of Newton’s 
potential theory that ® possesses continuous first order derivatives satisfying H-condition. 

Some attention shall be devoted to (3. 2. 1. 30). This equation formally is identical 
with the one obtained by Lichtenstein in incompressible flow. Lichtenstein shows that 
this equation is associated with the differential equations of the form ?®): 


op FR 
-2+ vV u=l, 


(3.2.1. 32) 


®) Homogeneous integral equation associated with (3. 2. 1. 30) has the unique solution: uv=v=w=(, 
pP = const. It is associated with the system (3. 2. 1. 32) having this trivial solution. Lichtenstein constructs this 
solution starting from (3. 2. 1. 32). The requirements superimposed upon (3. 2. 1. 23) are necessary for the solution 
of (3.2.1. 30). 


21* 
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with the boundary conditions = y= = (these functions refer only to u, v, w, 
respectively). Evidently, this refers to an infinitely slow forceless motion of a fluid in which 
only shearing stresses appear. 

Let A(c) be an unique, normalized solution of the homogeneous adjoint integral 
equation of (3. 2.1. 30). 

Lichtenstein shows that (3. 2. 1. 30) is soluble, if, and only if, 


(3. 2. 1. 33) f A(o) ®(o) do =. 
Ss 
From the results of the potential theory it can be shown that A(o) satisfies an H-condition. 
If the condition (3. 2.1.33) is satisfied, then (3. 2.1.30) has a definite solution up to 


an arbitrary positive constant. 
Obviously, the entire proof remains unchanged if it is applied to the system of equations 


2; ys (eu) = 0, 


(3.2.1. 34) 


eu) | olov)  Olow) _ 
0x oy 02 


with p>p (p defined in (3.2.1.4)), and u—>(ou), etc., with r formally equal to 
unity. The obtained solutions are the form 


(3. 2.1. 35) (ou) = (pv) = (pw) = 0, p = constant. 


Eu 





3.2.2. Equation for Temperature. Consider the equation of energy in the following 
form obtained from (2.1.5) by introducing 


kV2T = YVM(kT) — TV%k—2 okoT OkoT | 


dx 0x ray + 02 02 
into (2.4.5): 


T 4 


(3.2.2.4) oo|u + +w_| +70 


okoT 0©koT okorT 


Pa 2 Be 2 k 
- vun u Adam! € 7 Pine 5 ae > 


„| 0. 
(3.2.2.1) can be rewritten 
(3.2.2.2) V?(kT) = 


where 


(3.2.23) E=«, eu + LE 


oy 


How, | +p9+ TV®k 


0okoT 0koT OkoT - 
+5 % EEE Rh 


oT 


°y 
equations of motion in the following fashion. For simplicity, the ae 3 are indicated for 


Appropriate expressions will be substituted for ou an 0v —, 0W z as obtained from the 


aull only. Multiplying (2. 1.1) by u and using equation of state in 5 , Pi. 1.1) furnishes 


(3. 2. 2. 4) gu = quX — ReuSl —RTu er ulavmut+kz Ber 
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Solving the above for ou one obtains 


oT guX ou du 00 u 60 2 


u 
e2 BE TEE a TE BEE 22 
ie ru R di de 0x ji . 30%..3 : 


2, m cu culou , ou (Cw  Gu\| _ 
af Eutalatz 2)telatz)jer 


Upon obtaining similar expressions for ov n and eu (call them M and N), E becomes 


okoT OkeT okeT 

05 02 1 3ydy T 5% 

Since (3. 2. 2. 2) is in the form of Poisson’s equation it will be solved by the use of 
Green’s function G(r, rt) =G(z, y,2; x, y',z'), (See Section 1. 4) 


.- 1 ’ ’ ' 0G (rt, 0’) ' ! 
(3.2.2.7) kT=—;, [tu r) Er +[ > (KT) de’. 
T Ss 


(3.2.2.6) E=«[L+ M+N]+ pRTO+ TY%k + — ©. 


The second term can be expressed by the use of Green’s formula (See Appendix I) as 
4nk©, where kO*) is a well behaving function in 7 satisfying V?(k0©) = 0 which appro- 
aching 5 takes on prescribed value in form of the point function x. 

The system of equations (2. 1. 6), (3. 2. 1. 15), (3. 2. 1. 17) — (3. 2. 1. 19), (3. 2. 1. 30), 
(3. 2. 2. 7) is completely equivalent to the original system (2.1.1) — (2.1.6). This system 
of integrodifferential equations will be solved by successive approximations. 


As a preparatory consideration the following system will be discussed: 
_Pıy E 

Se + V*eu) + B=0, 
Tr + Vo) +C=0, 


2) 
— + V*(eu) + D=0, 


= (low) 


We . 
+7 020 =0; 


3 








(3. 2. 2. 9) ii 2 =(. 


This system of equations (3.2.2.8) is formally identical to the system considered by 
Lichtenstein for incompressible fluid. B, C, D are defined in 7 + $ as continuous functions 
possessing continuous partial derivatives of first order that satisfy an H-condition. 


The system considered by Lichtenstein is of the form 


— Pi ,yu+B=0, 
0x 


(3. 2. 2. 10) A neo om 
0 ov ow 
A 


oB e 
More.ver, the expression dr + dy 4 2- =K certainly possesses in 7T + S first order 
partial derivatives satisfying H-condition. This condition is necessary in Lichtenstein’s 


4) The function k® exists, is continuous in T+S and certainly possesses there second order partial deri- 
vatives satisfying H-condition. 
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proof. The assumed boundary conditions are of the form u = (0), v = y(o), w = x(o). 
By reasoning analogous to that presented above Lichtenstein arrives at a form completely 
analogous to the equation (3. 2.1. 30) for p(o). Using here the results presented at tha 
end of section 3.2.4 and the condition (3. 2. 1. 33) Lichtenstein demonstrated that the 
system (3. 2.2.10) has a solution. 


The solution of the Lichtenstein integral equation (3. 2. 1. 30) is given by the form 
(3. 2. 2. 11) p (o*) = ®(o*) + [ K(o*, o') ®(o’) do’ + p°, 


where p°® is an arbitrary constant, and the kernel K is Fredholm’s resolvent kernel. 
Lichtenstein also showed that the function p (o*) appearing in his equation, corresponding 
to (3. 2. 1. 30), is a continuous function with continuous first partial derivatives satisfying 
an H-condition). 

In the problem under consideration one is confronted with the following three 
questions: 

1. The proof that the system (3.2.2.8) has a solution. This is readily available 
by adjusting Lichtenstein’s proof with p > p, u (ou), ete., as was done above in section 
3.2.1. 
2. The proof that the function p(o*) in (3. 2. 1. 30) is a continuous function possess- 
ing continuous first and second partial derivatives that satisfy an H-condition. This 
proof is again immediately available by using Lichtenstein’s proof with transformations 
above in 1. 

3. The proof that the equation (3. 2. 2. 9) has a solution. The proof is immediately 
available from the fact that this equation is a well known Poisson type equation. Hence, 
a solution always exists provided that the function E satisfies the classical conditions 
for solvability of Poisson’s equations®). Obviously, all the proofs furnished by Lichtenstein 
are valid in the present case generalized to new functions /ou), (ev), (kT), etc. We shall 
briefly outline the fundamental philosophy of Lichtenstein’s proof as applied to the 
present case. Equations (3. 2.2.8) lead to V7?p = K. By means of the procedure ex- 
plained briefly in Section 3. 2. 1 one obtains for p an integral equation (3. 2. 1. 30) with ®, 
(3.2.1.31) and the condition (3. 2.1.33). Lichtenstein shows that p has in any region 
C < T continuous second order partial derivatives provided that the expression (3. 2. 1. 33) 
is a continuous regular potential function in T + 5, possessing there first order deri- 
vatives which exist, are continuous and satisfy H-condition. Above, it was shown that 
this is satisfied. Thus the proof referring to the solution of (3. 2. 1. 30) is the center point 
of the proof in question. But to solve this, one has to use the derivatives of the Green 
function only of the forms 

0G 02G 

dx*’ Or*ön’” 
which are thoroughly discussed by Lichtenstein ([6], 393). No knowledge of other char- 
acteristic properties of Green’s function is required. Similar remarks refer to (3. 2. 2.7), 
obtained from (3.2.2.2). As mentioned above, kT certainly possesses second order 
derivatives satisfying H-condition in 7 + $. In this way the center points of the proof 
in the present case are explained. 


5) Moreover, in any region, contained completely in 7’, 9 certainly possesses derivatives of the second 
order satisfying H-condition. 

%) The function E exists, is continuous in 7’ -+ S and certainly possesses there first partial derivatives, 
continuous, satisfying H-condition. This shows that k7 possesses third order derivatives satisfying H-condition 
(see 1. 6. 1. 2). From (3. 2. 2. 8), V?2p = K, hence p certainly possesses also in 7 third order derivatives satisfying 
H-condition (see above conditions on K). 


a EEE TERBBeR > 9s2.50= >... x +. 2. 
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Zur Möbius-Geometrie: 
Die Inversionsgeometrie ebener Kurven’). 


Von Martin Barner in Karlsruhe. 


Anlaß zu dieser Arbeit gibt eine Bemerkung van der Woudes?), es sei auffallend, 
daß trotz der vielen verschiedenen Entwicklungslinien, die in der Konformgeometrie 
verfolgt wurden, gerade zu Bezinn die Einführung in die Theorie der ebenen Kurven 
nirgends recht befriedigt. 

Die Inversionsgeometrie der ebenen Kurven ist äquivalent der Projektivgeometrie 
der Kurven auf einer festen Quadrik. Nun versucht man in den älteren Darstellungen 
die Methoden der nichteuklidischen Geometrie bezüglich dieser ausgezeichneten Quadrik 
als Absolutgebilde zu verwenden. Da jedoch die zu betrachtende Figur auf der absoluten 
Quadrik liegt und deshalb der nichteuklidischen Behandlung nicht unmittelbar zu- 
gänglich ist, wurde man zu Umwegen gezwungen. So entstand eine Vielzahl verschiedener 
Theorien?). 

Die Fragestellung gehört jedoch ihrem Wesen nach in die Projektivgeometrie ‘); 
ihre Methoden sind hier zu benützen, und diese unterscheiden sich in einigen Punkten 
von denen der euklidischen bzw. nichteuklidischen Geometrien. Zum Beispiel bietet die 
Festlegung eines invarianten Parameters hier nicht dieselben Vorteile wie dort — im 
Gegenteil erzielt man geometrische Aussagen, indem man auf das Transformations- 
verhalten der Größen bei Parametertransformation achtet. Insofern stellt die Inversions- 
geometrie der ebenen Kurven ein besonders einfaches und geometrisch anschauliches 
Beispiel für die Behandlungsweise der einparametrigen Gebilde mit projektivem Cha- 
rakter dar. 3 

Wir unterstützen diese Auffassung durch die Darstellung, indem wir von der 
(euklidischen) Urbildebene (mit Punkten, Kreisen und Geraden als Elementen) und dem 
projektiven Bildraum A, mit der absoluten Quadrik Q sprechen. Die Abbildung der Kreise 
der euklidischen Urbildebene auf die Punkte des projektiven Bildraumes wird als Ein- 
führung in die Möbius-Geometrie eingangs kurz beschrieben; die vorliegende Arbeit ist 
deshalb ohne besondere Vorkenntnisse lesbar. Bezüglich des Bildrauınes verwenden wir 
die Ausdrucksweise der projektiven Differentialgeometrie. 


1) Diese Arbeit entstand in ihren Grundzügen anläßlich einer Vorlesung in Freiburg i. Br. im W.S. 
1952/53. Über den Gegenstand hat der Verfasser am 18. 1.53 in Hamburg und am 23. 10. 53 im Mathematischen 
Forschungsinstitut Oberwolfach vorgetragen. 

2) Vgl. [9] (Nummern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit). 

3) Unter [1] bis [11] des Literaturverzeichnisses am Ende dieser Arbeit sind die uns bekannt gewordenen 
Arbeiten über den behandelten Gegenstand zusammengestellt. 

4) Zur projektiven Differentialgeometrie vergleiche man G. Bol [12]. 
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Nach einer kurzen Einführung in die Möbius-Geometrie der Kreise im ersten 
Abschnitt behandelt der zweite Abschnitt die Invariantentheorie der Kurven auf 
Quadriken des projektiven Raumes, die nicht in Ebenenpaare entarten®). Zugrunde- 
gelegt wird die Gruppe der sinntreuen Projektivitäten und — im Falle eines Kegels als 
absoluter Quadrik — die Untergruppe, die der engeren Laguerre-Gruppe isomorph ist. 
Wir beschäftigen uns zwar im Folgenden nur mit den Kurven auf Quadriken des Typus 
der Kugel, der allgemeiner gehaltene Aufbau ermöglicht aber das gemeinsame Studium 
von Möbius- und Laguerre-Geometrie ebener Kurven; hier beschränken wir uns auf die 
Möbius-Geometrie. 

Im dritten Abschnitt werden die aufgestellten Formeln Möbius-geometrisch ge- 
deutet. Ein weiterer Abschnitt beschäftigt sich vorwiegend mit lokal definierten Kreis- 
büscheln, die von der Kurve unter konstantem Winkel in einer gewissen Ordnung durch- 
setzt werden. Der letzte Abschnitt gibt ergänzende und weiterführende Ergebnisse in 
Form von lose nebeneinander gestellten Bemerkungen wieder. Hier werden zum Beispiel 
auch die Grundformeln zur Behandlung der Kurven im Möbius-Raum und zur Behandlung 
der Kreisscharen aufgestellt. 

Wenn auch das Hauptgewicht bei der vorliegenden Darstellung auf der neuen 
Betrachtungsweise und den Beziehungen von ebener Möbius-Geometrie zu räumlicher 
projektiver Differentialgeometrie liegt, so enthält die Arbeit doch auch für die Möbins- 
Geometrie selbst neue geometrische Ergebnisse und Beziehungen. Eine ausführliche 
Diskussion soll einer lehrbuchmäßigen Darstellung vorbehalten bleiben. 


1. Einführung in die Möbius-Geometrie. 


Sind £,, & die Koordinaten eines Punktes der euklidischen Ebene in einem karte- 
sischen Koordinatensystem, so stellt 


(1.1) Poldi + &) — 2pı&ı — 2Ppa&; + 2p, =0 


für p9g # 0 die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt (Br, 2) und dem Radius r 


mit 


(1. 2) por’ = pi + pa — 2PoPs 


dar; für p, = 0 definiert (1.1) eine Gerade. Fassen wir die Koeffizienten in der Gleichung 
(1.1) zu einem Vierervektor zusammen 


(1. 3) p = (Po: Pi» Pr» P3) 


so folgt hieraus unmittelbar (wir rechnen im folgenden die Geraden mit zu den Kreisen): 
Zu jedem Kreis der euklidischen Ebene gehört ein Vierervektor, der bis auf einen Propor- 
tionalitätsfaktor bestimmt ist; zu verschiedenen Kreisen gehören nichtproportionale Vierer- 
vektoren. Insofern werden die Kreise der euklidischen Ebene abgebildet auf die Punkte 
eines projektiven AR, — diese Abbildung ist unıkehrbar eindeutig, wenn wir dem Punkt 


(1. 4) (0, 0,0, 1) 


des AR, als Urbild ein ideelles Gebilde, den unendlich fernen Punkt der euklidischen Ebene 
zuordnen. Durch Hinzufügen dieses Punktes schließen wir die euklidische Ebene zur 
Möbius-Ebene ab. 


5) Man vgl. hierzu auch G. Bol [12], $ 68 und M. Barner [15]. 
Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 
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Aus (1. 2) ersehen wir, daß die Kreise mit dem Radius Null, d.h. die Punkte deı 
euklidischen Ebene abgebildet werden auf die Punkte des A,, für die 
(1.5) [p, p] = pı + PL — 2Ppop; = 0 


gilt. Diese Quadrik wollen wir die absolute Quadrik Q des Bildraumes nennen. Sie ist vom 
Typus des Ellipsoids, wir können „Innenpunkte“ und „Außenpunkte‘“ unterscheiden. 
Die Polarebene eines Außenpunktes bezüglich Q@ schneidet Q reell. Nach (1. 2) sind nur 
die Urbilder der Außenpunkte Kreise mit reellem Radius. 


Zwei Kreise p, p bilden miteinander zwei Winkel g, ymit + y=n. Es ist also 
cos?p = c08?y. Elementare Rechnung lehrt für alle drei möglichen Fälle: Kreis, Kreis; 
Kreis, Gerade; Gerade, Gerade die Beziehung 


(1. 6) [p, p] [p, p] cos?y = [p, p}?, 
wobei wir unter [p, p] die Polarform 
(1.7) [pP, pP] = PıPı + PaP2 — PoPs — PsPo 
der quadratischeu Form (1.5) verstehen. 
Im A, stellt die Größe 
(1.8) 
das Doppelverhältnis dar, das die Punkte p, p mit den zu ihnen polaren Punkten q, q 
auf der Geraden (p, p) bilden. Denn setzen wir 


qa=p+Ap.g=p+4APp, 


so hat dieses Doppelverhältnis den Wert u und A bzw. A sind bestimmt durch 


[p, a] = [p, pl + Alp, Pl = 0, [p, a] = [p, P] + Alp, p] = 0. 
Nach (1.6) kennzeichnet 
(1.9) [p, p] = 0 


zueinander senkrechte Kreise. Ist p das Bild eines Punktes der Möbiusebene, d.h. ein 
Punkt auf Q, so sagt (1.9) aus — wie man ebenfalls elementar nachprüft —, daß der 
Punkt p und der Kreis p in der Möbiusebene inzidieren. Hierin ist die wichtige Tatsache 
begründet: Den Punkten eines Kreises mit dem Bild p entsprechen im Bild die Punkte 
auf Q, die von der Polarebene von p aus Q ausgeschnitten werden. Wir betrachten die Kreise 
der Möbiusebene als Gesamtheit ihrer Punkte; dern entspricht im AR, die eindeutige 
Zuordnung der Punkte und Ebenen des R, durch die Polarverwandtschaft an Q. 

Besonderes Interesse haben die linearen Gesamtheiten von Kreisen: Den Punkten 
einer Ebene des A, entsprechen im Urbild oo? Kreise — Kreisnetz genannt. Die Ebene 
schneidet aus der absoluten Quadrik einen Kegelschnitt aus, dem iın Urbild ein Kreis 
entspricht. Die Kreise des Kreisnetzes, und nur diese, stehen auf dem genannten Kreis 
senkrecht. 

Die Geraden des AR, ordnen sich zu Paaren als reziproke Polaren bezüglich @. Sehen 
wir von den Q berührenden Geradenpaaren ab, so schneidet immer eine von zwei konju- 
gierten Geraden die Quadrik reell, die andere nicht. Im Urbild gehören also zu einem 
solchen Geradenpaar zwei Punkte der Möbiusebene und das durch diese bestimmte 
Kreisbüschel sowie auch die dazu orthogonalen Kreise des Büschels von Apollonius — 





metr 
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letztere haben zuın Bild die Punkte der Q schneidenden Geraden. Eine Gerade, die Q 
berührt, hat als Urbild ein ausgeartetes Kreisbüschel. Die Linienelemente der Möbiusebene 
sind also abgebildet auf die Gesaintheit von Geraden des A,, die die absolute Quadrik 
berühren. 

Einer projektiven Abbildung des AR, auf sich, die die absolute Quadrik festläßt, 
entspricht im Urbild eine eineindeutige Abbildung der Möbiusebene auf sich, die Punkte 
in Punkte, Kreise in Kreise überführt und Inzidenz von Punkten und Kreisen erhält. 
Der Hauptsatz der projektiven Geometrie lehrt umgekehrt, daß jede solche Abbildung der 
Möbiusebene auf sich zum Bild im AR, eine projektive Abbildung hat, die Q in sich über- 
führt. Die Gesamtheit dieser Möbiusabbildungen bildet die Möbiusgruppe. Die Möbius- 
gruppe ist also isomorph der Untergruppe der projektiven Gruppe des A,, die die absolute 
Quadrik festläßt — d.h. isomorph der hyperbolischen Gruppe des R,. Wie die projektive 
Gruppe des A, zerfällt die Möbiusgruppe in zwei Scharen, die eine enthält u. a. die eigent- 
lichen Bewegungen der euklidischen Ebene, die zweite die Spiegelungen. Die erste Schar 
bildet selbst eine Gruppe, die Untergruppe der sinntreuen Möbiusabbildungen; im AR, 
wird sie dargestellt von den Projektivitäten mit positiver Determinante, die Q festlassen. 
Uns werden die differentialgeometrischen Eigenschaften der Kurven der Möbiusebene inter- 
essieren, die invariant sind bei sinntreuen Möbiusabbildungen. 


2. Die Projektivgeometrie der Kurven auf Quadriken. 


In dem projektiven Raum A, sei eine Quadrik Q 


3 
(2. 1) [p, pl = aupıpı = 0, ax = Au, Qi = const 


ik = 0 
gegeben. Über diese Quadrik sei nur vorausgesetzt, daß sie ein Kurvenstück der Art 
trägt, daß die Tangenten an die Kurve nicht ganz auf der Quadrik liegen. Praktisch 
bedeutet dies, wie wir sehen werden, daß Q eine nichtentartete Fläche zweiter Ordnung 
mit reellen Punkten oder ein reeller Kegel ist. Das Symbol [p, q] kennzeichne die Polar- 
form der quadratischen Form (2. 1): 


3 
[p, q] = 2 Au PiYr- 


i,k=0 


£(t) durchlaufe eine Kurve, die ganz auf dieser Quadrik liegt, d. h. es gelte identisch 


in i 

(2. 2) [£(t), (0) = 0; daraus folgt ®) [r(t), zei] = 0. 
Dieselbe Kurve wird auch durch 

(2. 3) dt) = ol!) r(t) 
dargestellt. Nach (2. 2) und (2.3) wird nun 

(2. 4) [r), rd] = ot) ed), EM]. 

Ist hier neben (2.2) auch noch 

(2. 5) K,r]=0, 
so liegt an dieser Stelle die Tangente an die Kurve ganz auf der Quadrik Q. Ist die Quadrik 
vom Typus des Ellipsoids, so tritt dieser Fall sicher nicht ein; andernfalls schließen wir 
Kurvenpunkte auf Quadriken, für die (2.5) gilt, von der Betrachtung aus. Es ist dann 
also immer 

Be Kiel +0, 
®) Man beachte, daß das Symbol [p, q] wie ein gewöhnliches Produkt differenziert wird; wegen der Sym- 


metrie der a;; ist [p, q] = [q, p]- 
25° 
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und wir können den Normungsfaktor o(t) in (2.3) nach (2. 4) so einrichten, daß 
[r, E] = +1 
ist. Indeın wir gegebenenfalls die Gleichung der Quadrik (2. 1) mit — 1 multiplizieren, 
können wir sogar 
(2. 6) F,r]=1 
erreichen. 
Wir denken uns dies von vornherein so eingerichtet; dann gilt also 


(2. 7) [x x] ig [£, re] 4:2 0, [r, re] ars: [£, e')] ” 1, [r, # =(. 


Bei einer Parametertransformation werden die Bedingungen (2. 7) nicht erhalten bleiben. 
Man koppelt deshalb mit einer Paraınetertransformation 


di* 1 yo 
I . ae a 
(2. 8) t = ft); pe dt’ A = p 


die Umnormung 

(2. 9) + =p 
und nennt die gekoppelte Transformation Sterntransformation. Bei Sterntransformation 
wird nun 


(2. 10) 


. d?’r* 1 
Eee a = pe" + 2A + 2A), 
und also, wie es sein soll, 
Kr, 2]= le, rd). 
Die Größe 
(2. 14) 2a=—[rf",r"] 
transformiert sich nach (2. 10) wie folgt: 
(2. 12) a* = o"?(a+24A'’— 242). 
Man verwendet diese Größe a, um ein mit der Kurve (unter Beachtung der Parameter- 
verteilung) invariant verbundenes Begleittetraeder zu definieren, dessen Basisvektoren 


ein besonders einfaches Transformationsverhalten bei Sterntransformation zeigen. Statt 
r'' in (2. 10) wird man die Linearkoımbination 


(2. 13) y=r'—a 
benützen; denn in ihrer Transformationsformel (vgl. (2. 10), (2. 12)) 
(2. 14) y* = p!(y + 2Ar’ + 24A?r) 
kommt A nur rational, A’ dagegen nicht vor. 
Dieses Verfahren ließe sich fortsetzen — wir kämen neben 
(2. 15) u !=t,9=-rf"—a 
zu einem weiteren, von r,t,) linear unabhängigen Vektor, mit 3 bezeichnet, den wir 


jetzt auf anderem Wege einführen wollen. 
Der Punkt 4 liegt auf der Quadrik Q, denn nach (2. 11) und (2. 13) wird 


(2. 16) Y,9]=-E"— a," —a])=—2a+2a=0. 
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Es besteht also nach (2. 7), (2. 15) und (2. 16) für r, t, y die Produkttabelle: 





(2. 17) 














Fig. 1. Begleitendes Bezugssystem einer Kurve Fig. 2. Begleitendes Bezugssystem einer Kurve 
im Bildraum für zwei Parameterverteilungen. im Bildraum bei ausgearteter Quadrik Q. 


Die Ebene (r, t, 4) schneidet die feste Quadrik @ in einem nichtentarteten Kegelschnitt. 
Ein Punkt dieser Ebene 


(2. 18) p = Pott pıt + PsY 

liegt nämlich nach (2. 17) genau dann auf der festen Quadrik, wenn 
(2. 19) —2pPp + pi =0 

gilt; dies ist die Gleichung eines nichtausgearteten Kegelschnittes. 


Der Pol der Ebene (r,t,4) bezüglich der Quadrik Q ist also von den Punkten 
t,t, linear unabhängig. Stellt 3(t) diesen Pol dar, so gilt also 


Dies erlaubt, die Normierung des Vektors 5 invariant mit der Figur zu koppeln. Für den 
umnormierten Vektor 


3(t) = Alt) 3) 
wird nach (2. 20) 
(£, t, y, ») At, t, y, 3) =4D. 
Die Normierung des Vektors 3 ist also durch die Forderung 
(t, t, y, 3) =—i 


eindeutig festgelegt. Wir denken uns den Vektor 3(t) von vornherein in dieser Weise 
normiert. Es gilt dann 


Diese Bedingung bleibt bei sinntreuen Projektivitäten mit der Determinante 1, auf die 
wir uns hier beschränken wollen, erhalten. 
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Mit einer Kurve auf einer Quadrik ist bei gegebener Parameterverteilung projektiv- 
invariant das bewegte System mit den Basisvektoren 
(2. 22) £(t), t(2), Y(e), 3() 
verbunden. Nach (2. 17) und der Definition von 3 genügen diese Vektoren der Produkt- 
tabelle: 
| 





r 
0 
0 


(2. 23) 
FE A 
ce 

Über die Größe e ist hier zunächst nichts bekannt. 

Wir haben dann weiterhin die Aufgabe, die Ableitungsgleichungen zu bestimmen, 
denen unsere Basisvektoren genügen. Die Ableitungsgleichungen für r und t kennen wir 
nach (2. 45). Man setzt dann (wie üblich) y’ und 3’ als Linearkombination der Basis- 
vektoren an und bestimmt die Koeffizienten durch skalare Multiplikation mit den Basis- 
vektoren im Sinne des Polarprodukts (2. 2). Benützt man dabei die Produkttabelle (2. 23) 
und die daraus durch Differentiation folgenden Relationen, so ergibt sich 

(2. 24) =b+a,yj=er+e, 
worin 
= WW, =— [3], € = [33 = 21, 5] = 2ce 
ist. 

Differenziert man dann (2. 21), so wird einerseits 

(2. 26) ty, =0, 
andererseits nach (2. 15) und (2. 24) 

(£, t, y, 3)" a I 

Daraus folgt 

(2. 27) e=(0. 

Dies zieht nach (2. 25) 

(2. 28) € = const 
nach sich. 

Ausgehend von einer fest vorgegebenen quadratischen Form mit konstanten Koef- 
fizienten sind wir über die Normierungsbedingungen (2. 7) und (2. 21) zwangsläufig zu 
den Basisvektoren (2. 22) gekommen, die durch die Ableitungsgleichungen (2. 15), (2. 24) 
verknüpft sind, wobei (2. 27), (2. 28) gilt. Dabei war der Vektor r(t) nur bis auf das Vor- 
zeichen festgelegt. Für die Geometrie unserer Figur spielt zwar die durch (2. 1) bestimmte 
Quadrik eine Rolle, nicht aber die in beliebiger Weise normierte zugehörige quadratische 
Form. Wir haben also noch die Freiheit, die Form (2. 1) mit einem positiven konstanten 
Faktor zu multiplizieren. 

Wir wollen diesen Faktor x? nennen. Bei dieser Umnormierung der Form (2. 1) 
bleibt die Normierungsbedingung (2. 7) genau dann erhalten, wenn wir gleichzeitig 

I=+w 
setzen. Nach (2. 15) wird dann 


und (2. 21) führt auf 
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Hiernach und wegen der Umnormung der Form (2.4) mit x»? folgt 

(2. 29) Em ut. 

Ist e = 0, so wird auch & = 0 bei jeder Wahl des Normierungsfaktors x. Ist e + 0, 
so setzen wir e =1, falls e positiv, und <= —4, falls e negativ ist. Dann bestimmt 
(2. 29) bis auf das Vorzeichen eindeutig einen reellen Normierungsfaktor, für den dies 
der Fall ist. Die Wahl des Vorzeichens ist aber unwesentlich, da sämtliche Basisvektoren 
dieses Vorzeichen erhalten. 

e = (0) zieht nach (2. 24), (2.27) 3’ = O0 nach sich. 3 stellt dann einen mit der Figur 
invariant verbundenen raumfesten Punkt dar. Wir denken uns diesen Punkt vorgegeben 
und außerdem den zu ihm gehörigen konstanten Vektor unter Beachtung der Normierung 
von vornherein bestimmt; dieser Vektor heiße 3,. Wir schränken dann die zugrunde 
gelegte Gruppe projektiver Transformationen dahingehend ein, daß diese Transformationen 
den fest vorgegebenen Vektor 3, auch analytisch invariant lassen. Über die Umnormie- 
rungskonstante x verfügen wir in diesem Fall (wieder bis auf das Vorzeichen) durch die 
Forderung 

3 = %- 

Wir denken uns die Normierung der quadratischen Form von vornherein in dieser 

Weise festgelegt. Es tritt dann in (2. 23) und (2. 25) einer der Fälle 


(2. 30) e=1,.e=0,e=—i 
ein. Die feste Quadrik hat in lokalen Koordinaten bezüglich der zugrunde gelegten be- 
wegten Basis (2. 22) 

(2. 31) p = Por + Pıt+ Ps + PsY) 


die Gleichung 

(2. 32) pP, pl=—2pp+pı tem =. 

Zusammenfassend ergibt sich nach (2. 15), (2. 24), (2.30) und (2. 32): /st x(t) eine 
Kurve auf einer festen Quadrik des dreidimensionalen Raumes und liegt die Tangente an 
die Kurve an der betrachteten Stelle nicht auf der Quadrik, so genügen die mit der Kurve und 
der zugrunde gelegten Parameterverteilung projektivinvariant verknüpften Basisvektoren 
(2.22) den Ableitungsgleichungen 

(2. 33) tt =ytra,y=b+tat,y eb. 

Bezogen auf diese Basis hat die feste Quadrik die Gleichung (2. 32). Für e ist einer der Werte 
1,0, —1 zuzulassen. Die feste Quadrik ist 

bei e=1 vom Typus des Ellipsoids, 

bei e=(0 ein Kegel, 

bei e=—-A vom Typus des einschaligen Hyperboloids. 

Ferner gilt: Zwei solche Kurven und die sie tragenden Quadriken sind dann und nur 
dann durch eine Projektivität ineinander überzuführen, wenn die Funktionen a(t), b(t) und 
die Konstante e (e =A, 0, —1) für beide Kurven übereinstimmen. (Ist die Quadrik ein 
Kegel [e = 0], so müssen die zugelassenen Projektivitäten nicht nur die beiden Kegel, sondern 
auch die vorgelegte Normierung einer bestimmten Größe, etwa des Vektors der Kegelspitze, 
ineinander überführen.) 

Beim Übergang zu einem anderen Parameter soll die Bedingung (2. 21) erhalten 
bleiben. Nach (2.40) und (2.44) ergibt sich daraus, daß der Vektor 3 bei Sterntrans- 
formation invariant ist. Weiter folgt dann aus (2. 25) für 5 das Transformationsverhalten 


(2. 34) bt = o-2b. 
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Das Verschwinden von b und das Vorzeichen von b haben demnach geometrische Be- 
deutung. Aus (2. 33) folgt 
(2. 35) (£, d re, E) er: b(t, t,9, 3) = — th. 


Das Vorzeichen von b kennzeichnet den Windungssinn der Kurve r(t); an den Stellen, an 
denen b verschwindet, ist die Schmiegebene der Kurve x(t) stationär. 


Auf einem Kurvenstück ohne stationäre Schmiegebene können wir durch 


(2. 36) t=/[Vlbld 
einen invarianten Parameter einführen. Bezogen auf diesen Parameter ist dann 
(2. 37) b*(i)= +1. 


Es gilt: Zwei Quadrikkurven gleichen Windungssinnes sind dann und nur dann projektiv 
gleichwertig, wenn a(t) als Funktion des invarianten Parameters und die Konstante e 
(e =, 0, —1) für beide Kurven übereinstimmen. 


Wir stellen noch die Transformationsformeln zusammen. Bei Sterntransformation ist 
(2.38) x* = pr, t* =t+24Ar, y* = pp +24At + 2A’), 3*=3 
(2. 39) a* = p-%(a + 2A’ — 242), br = p2b. 


Nach Abschnitt 4 folgt unmittelbar: Die Formeln (2. 23), (2. 33), (2. 38), (2. 39) 
beherrschen die Möbius-Geometrie der ebenen Kurven. Dabei ist e =1. 


3. Geometrische Deutung. 


Wir kommen zu der geometrischen Deutung der aufgestellten Formeln, die wir 
hauptsächlich in der Möbiusebene vornehmen wollen. Dann ist die ausgezeichnete Quadrik 
des Bildraumes vom Typus der Kugel, und wir haben in den Formeln des Abschnitts 2 
e=1 zu setzen (vgl. (1.5) mit (2. 32)). 

Invariant mit der Kurve r auf Q ist die Schmiegebene der Kurve verbunden, die 
durch den polaren Punkt 3 gekennzeichnet ist. Diese Ebene schneidet aus Q einen Kegel- 
schnitt aus, 4) ist ein Punkt dieses Kegelschnittes. ı) hängt im übrigen noch von der Wahl 
der Parameterverteilung ab, also: Die Punkte y*, die zu verschiedenen Parameterverteilungen 

gehören, beschreiben an einer festen Kurvenstelle den Kegel- 
schnitt, den die Schmiegebene von x aus Q ausschneidet. y* gibt 
‚bei festem it als Funktion von A die Parameterdarstellung 
dieses Kegelschnittes. 


In der euklidischen Urbildebene entsprechen den Punkten 
dieses Kegelschnittes die Punkte eines Kreises, der (wie die 
Schmiegebene im Bild) drei aufeinanderfolgende Punkte mit 
der Kurve gemeinsam hat — dies ist der Schmiegkreis der 
Kurve g. Der Punkt y ist ein Punkt des Schmiegkreises. 
y* gibt bei festem t in Abhängigkeit von A die Parameter- 
darstellung des Schmiegkreises der Ausgangskurve. t entspricht 
in der Möbiusebene der zu dem Schmiegkreis senkrechte Kreis 
Fig. 3. Zu zwei Parametervertei- durch den zugehörigen Kurvenpunkt und den Punkt y. 


lungen gehörige Bezugssysteme, . u ; a 2 
nn un Möbius' Somit: Mit einer Kurve ist Möbius-invariant verbunden der 


invariant mit der Kurve verbun- Schmiegkreis und bei gegebener Parameterverteilung auf diesem 

ein Punkt y, oder — damit äquivalent — ein zu der Kurve 
senkrechter Kreis durch den Kurvenpunkt, der aus dem Schmiegkreis yy ausschneidet. Wir 
nennen ihn den zu der Parameterverteilung gehörenden Normalkreis. 


den sind. 
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Welches ist nun der geometrische Zusammenhang zwischen der Parameterskala und 
dem zugehörigen Normalkreis?) ? Wir betrachten eine bestimmte Kurvenstelle r,, der 
wir der Einfachheit halber den Parameter- 


wert {= 0 zuordnen. Wir gehen dann von u 


den Kurvenpunkten g(t), £(—1) aus, die be- 
züglich der Parameterskala „gleich weit“ 
von t, entfernt sind. Diese beiden Punkte 
definieren die Figur zweier zueinander ortho- 
gonaler Kreisbüschel. In jedem der beiden 
Büschel gibt es genau einen Kreis durch r,; 
sei 3(£) der Kreis durch r, und z{t), £(—1) 
und f(£) der Kreis durch x, des orthogonalen 
Büschels. Für t gegen Null streben die Kreise 
3(t), T(t) eindeutig bestimmten Grenzlagen zu. 
Dasselbe gilt dann auch für deren zweiten 
Schnittpunkt d(t) und zwar geht }(t) in den 
Schmiegkreis der Stelle t =, t(t) in den zu 
der Parameterverteilung gehörenden Normal- Fig.4. Der zu einer gegebenen Parameterverteilung 
kreis t(0) und damit Ht) in den Punkt y(0) gehörende Normalkreis in z(0) ergibt sich als Grenz- 
über. lage aus t. 

Im Bildraum wird das Büschel der Kreise des Apollonius, das die Punkte x(£), £(—) 
als Nullkreise enthält, durch die Gerade (r(t), £(—t)) dargestellt. Der Kreis f(t) hat zum 
Bild den Punkt 

(3. 4) t(t) = [r(t), 20] E(—1) — [e(—1), 20] £(t); 
denn für ihn gilt 





[d), zo] = 0. 
Mittels der Ableitungsgleichungen (2. 33) bestätigt man 
t(0) = (0) =1"(0) =0, 
7 (0) = — [9(0), £0] t(0) — [y(0), £0] t(0) = 21(0), 
und also wird 
. t00) 4 

(3. 2) = E = 710), 
wie behauptet wurde. Daß 3(t) in der Grenze in den Schmiegkreis übergeht, versteht sich 
von selbst. Damit ist dann auch y(0) als die eindeutig bestimmte Grenzlage des Punktes 
h(2) gesichert. 

Wir sahen, daß zu gegebener Parameterverteilung ein bestimmtes Bezugssystem, 
insbesondere ein bestimmter Normalkreis gehört — gibt man umgekehrt an jeder Stelle 
der Kurve einen die Kurve senkrecht schneidenden Kreis (vom Kurvenparameter stetig ab- 
hängig) vor, so läßt sich die Parameterverteilung immer so einrichten, daß die zugehörigen 
Normalkreise mit den vorgegebenen Kreisen zusammenfallen. Gleichbedeutend ist die Aus- 
sage: Gibt man auf dem Schmiegkreis einer jeden Kurvenstelle einen Punkt, d. h. eine die 
Schmiegkreisschar stetig durchsetzende Kurve vor, so läßt sich die Parameterverteilung immer 
so einrichten, daß u diese Kurve durchläuft. Der neue Parameter bestimmt sich in beiden 
Fällen nach (2. 38) aus einer Differentialgleichung der Form 


d?ı* dı* 
(3. 3) A(t) = gilt), d.h. aus rn 2g(t) ehe 0 


mit bekanntem gi(t). 


?) Vergleiche hierzu [14]. 
Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 
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In den Anwendungen nützt man diesen Tatbestand aus, indem man das Bezugs- 
system und damit die Parameterverteilung der vorliegenden Fragestellung anpaßt. 

Die Parameter, die zu demselben Bezugssystem gehören, hängen durch lineare Trans- 
formationen zusammen. Denn die Voraussetzung zieht A = (0) nach sich, woraus nach 
(2.8) 9 =c,,1*=cıt+ c; folgt. 

Die Kurve y(t) durchsetzt die Schmiegkreisschar unter einem bestimmten Winkel «, 
den wir berechnen wollen. Ein Kreis des durch x und 4) aufgespannten Büschels wird 
im Bildraum von einem Punkt der Geraden (t, 3) dargestellt, etwa von 


(3. 4) p=t+2%. 
Dieser Kreis bildet mit der Kurve g(t), d.h. mit dem Schmiegkreis 5 dieser Kurve, nach 


(1.6) einen Winkel «: 
cotg?a« = a. 


Hier hat nun aber, (da wir die Gruppe der sinntreuen Projektivitäten unseren 
Untersuchungen zugrunde legen) auch das Vorzeichen von & invariante Bedeutung. Denn 
die Normierung der beiden Vektoren t und 3 ist durch (2. 15) mit (2.6) und (2. 21) (bis 
auf ein gemeinsames Vorzeichen) völlig festgelegt. 

Wir denken uns den Winkel « im Punkte rg vom Schmiegkreis aus gemessen. «& liegt 
also in dem Winkelbereich 0 < « < 2x. Wir bestimmen den genaueren Zusammenhang 
zwischen «x und dem Winkel «, indem wir die lokalen Koordinaten in der Urbildebene 
verwenden und dort die Beziehung errechnen. 

Nach (1. 3), (1. 1) entspricht dem Schmiegkreis, d.h. dem Punkt (0, 0, 1, 0) in der 
Urbildebene die &£,-Achse des Koordinatensystems. Zu (3.4), d.h. zu (0, 1,&, 0) gehört 
entsprechend die Gerade 


(3. 5) +2, =0 


durch den Ursprung des cartesischen Koordinatensystems. Ist {£,, &} ein Punkt dieser 
Geraden, so finden wir den gesuchten Winkel aus 


cotg & =}. 


Nach (3.5) ist also 
cotga=—a. 


Betrachten wir insbesondere einen solchen Kreis p in (3.4) des Büschels durch r 
und 4, der die von y(£) beschriebene Kurve berührt! Für ihn ist nach den Ableitungs- 
gleichungen (2 24) 


a=— 


Ein Kreis durch den Kurvenpunkt, der die Kurve y(t) berührt, bildet im Kurvenpunkt mit 
dem Schmiegkreis den Winkel «& mit 

(3. 6) cotg x = F- 

Es gibt noch andere Kurven 4*, die die Schmiegkreisschar unter demselben Winkel 
&(t) durchsetzen — wie hängen die zugehörigen Parameter miteinander zusammen ? 
(Diese Kurven 9* bilden eine Isogonalschar der Schmiegkreisschar im weiteren Sinne 
des Wortes — alle Kurven der Schar durchsetzen den gleichen Schmiegkreis unter festem 
Winkel, dagegen ändert sich dieser Winkel im allgemeinen beim Übergang zum Nachbar- 
kreis. & in (3. 6) ist ja Funktion von t.) 
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Für die gesuchten Parameter gilt neben (3. 6) und nach (2. 39) auch 


(3. 7) =; 
d.h. nach (2. 21) 
(3. 8) — 4 (a + 24 — 249) =& 


und also 
(3. 9) A'— A?=(. 
Durch Integration folgt nach (2.8) hieraus 


Ct c 
(3. 10) 6 m : et, Cy 69, 65 = const, Cıl; # ty. 
3 


Die Parameter, die zu Kurven 4* gehören, die die Schmiegkreise unter denselben Winkeln 
a(t) durchsetzen, hängen durch gebrochene lineare Transformationen zusammen. Weiterhin 
folgt: Die Isogonalschar der Schmiegkreisschar, die die Schmiegkreise unter den Winkeln 
a(t) schneiden, bilden diese Schmiegkreise projektiv aufeinander ab, d.h. die Kurven der 
Schar durchsetzen diese unter konstantem Doppelverhältnis. 


Fig. 5. Die Isogonaltrajektorien y,, 9, ... der Schmieg- Fig. 6. Orthogonaltrajektorien der Schmiegkreisschar 

kreisschar 3(f) durchsetzen einen Schmiegkreis unter 3(f) der Kurve z(f). Die Schmiegkreise einer Ortho- 

demselben Winkel. Dieser kann sich von Schmiegkreis gonaltrajektorie sind gleichzeitig Normalkreise der 
zu Schmiegkreis ändern. Ausgangskurve. 


Besonderes Interesse haben natürlich solche Kurven 9*, die alle Schmiegkreise 
entlang der Kurve unter ein und demselben Winkel « = const. durchdringen. Durchläuft 
h eine solche /sogonalkurve gegebenen Winkels & = const., so gilt für den zugehörigen 
Parameter nach (3. 6) 

a 


(3. 41) u Yen & = const. 


Die Parameter, für die (3. 14) gilt, nennen wir «-/sogonalparameter und das zugehörige 
Bezugssystem «a-I/sogonalsystem. Natürlich gilt auch: Die «-Isogonalparameter hängen 
durch gebrochene lineare Transformationen zusammen. 


Ausgezeichnet ist der Fall « = 3 also x =0, d.h. nach (3. 6) 


(3. 12) a=0. 
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Hier fällt der Berührkreis der Kurve y, der durch den Kurvenpunkt geht, mit dem Normal- 
kreis zusammen, und dieser Normalkreis ist Schmiegkreis der Kurve 9. Denn die Schmieg- 
ebene der Kurve y im Bildraum wird bei Gültigkeit von (3. 12) nach (2.33) von den 
Punkten 9, 3, r aufgespannt. Im Bildraum treffen sich die Tangenten an die Kurven nv, 
für die (3. 42) gilt, nach (2. 33) in dem Punkte 3(t). Diese Kurven sind deshalb Bahn- 
kurven einer „Zentralbewegung der Ebene (fr, t, 9)“ mit der „Zielkurve‘ 3(t). Die Pars- 
meter, für die (3. 42) gilt, nennen wir deshalb Zentralparameter, die zugehörigen Bezugs- 
systeme Zentralsysteme. Da der Normalkreis eines Zentralsystems Schmiegkreis der 
Kurve H(f) ist, könnten wir die Kurven (ft) der Zentralsysteme auch Möbius-Evoluten 
der gegebenen Kurven nennen. Diese Kurven sind einfach die Orthogonaltrajektorien 
der Schmiegkreisschar. 















4. Isogonalkurven von Kreisbüscheln. 





Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschäftigen, invariant mit einer Kurvenstelle 
verbundene Kreisbüschel anzugeben, die von der Kurve in möglichst hoher Ordnung 
unter einem gegebenen Winkel y durchsetzt werden. Diese Aufgabe läuft darauf hinaus, 
Isogonalkurven von Kreisbüscheln, sogenannte Loxodromen, zu bestimmen, die die Aus- 
gangskurve möglichst gut berühren. Wir betrachten diese Frage im projektiven Bild- 
raum — bekannte Sätze der Projektivgeometrie liefern sofort die Lösung. 

Wir denken uns mit jedem Punkt der Kurve ein Linienelement verbunden, das 
mit der Kurve einen bestimmten Winkel y bildet. Ein solches Linienelement wird durch 
ein ausgeartetes Kreisbüschel gegeben, dessen Kreise das Linienelement berühren. Uns 
wird besonders der Fall interessieren, daß der Winkel y längs der Kurve konstant ist. 

Im Bildraum entspricht einem Linienelement ein lineares Kegelschnittbüschel auf 
der Quadrik @. Die Ebenen dieser Kegelschnitte haben eine Gerade g gemeinsam, die 
Q im Punkt r berührt. Wie üblich kennzeichnen wir unser Kegelschnittbüschel durch die 
zu g reziproke Gerade g. Insgesamt wird also eine einparametrige Schar von Linien- 
elementen durch eine einparametrige Schar von Geraden g repräsentiert, die entlang der 
Kurve r(t) eine Berührregelfläche der Quadrik Q bildet. Analytisch ist das Kegelschnitt- 


















Seen 








büschel bzw. die erzeugende Gerade der Berührregelfläche durch 

(4. 4) ue+t+Y3 mit 7=—cotgy 
gegeben. u ist der Büschelparameter. 

Eine Kurve auf dieser Regelfläche hat zum Urbild eine Kreisschar, gebildet aus 
Kreisen, die die y-Linienelemente berühren. Der erzeugende Kreis dieser Kreisschar 
schneidet den zugehörigen Schmiegkreis in einem zweiten Punkt, und wir können die 
Parameterverteilung auf der Kurve so wählen, daß y(t) die so entstehende Schnittpunkt- 
kurve durchläuft. 

Welcher Kreis des Büschels (4. 1) geht durch 9? Das skalare Produkt von 4 und 
(4. 1) muß verschwinden und dies führt nach (2. 23) auf „u = 0. Bei geeigneter Wahl der 
Parameterverteilung stellt also 

(4. 2) gq=t+73 
die Kurve der Regelfläche (4. 1) dar, die wir betrachten wollen. (Man kann dies direkt 
so einsehen: Bei Parametertransformation geht (4. 2) nach (2. 38) über in 


a =tr+Y*=2Artt+9 


und indem man wieder A(t) aus der Differentialgleichung des Typs (3. 3) bestimmt, läßt 
sich erreichen, daß q* eine vorgegebene Kurve der Regelfläche (4. 4) durchläuft.) 
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Wann ist q(t) eine Asymptotenlinie der Regelfläche (r, t + 73)? Hierfür ist 
ga’ =0 mod gt +73, q’ 
kennzeichnend. Für konstantes 7 folgt wegen 


(4.3) ’=Yy +(a+yb)r 
ga’ =b5 +(2a+yb)t+(a+yb)r 


hieraus 
(4. 4) 2a+by —y7)=0. 
Die Kurve des Bildraumes t + y3 ist dann und nur dann eine Asymptotenlinie der Regel- 


fläche (£,t + 73), wenn (4.4) gilt, d.h. nach (3.11) wenn der zugrunde gelegte Parameter 
ein a-Isogonalparameter mit 


(4. 5) —cooga=a, 2 =4(Y— 7) 
ist. Im Urbild bedeutet dies, daß y(t) die Schmiegkreisschar unter dem Winkel «, der 
sich nach (4. 5) berechnet, durchsetzt. 

Im Hinblick auf die Möbiusgeometrie haben die Asymptotenlinien einer Regelfläche 
des Bildraumes deshalb Interesse, weil ihre Tangenten durch die Eigenschaft ausge- 
zeichnet sind, drei aufeinanderfolgende Erzeugende der Regelfläche zu treffen. Dies 
bedeutet für das Urbild in unserem Spezialfall: (q, q’) mit (4.4) definiert an der be- 
trachteten Kurvenstelle ein Kreisbüschel, das aus einem jeden von drei aufeinanderfolgen- 


den y-Linienelementen je einen Kreis enthält. Wir nennen ein solches Büschel (es gilt 
(4. 4)!) 

(4. 6) a)=-t+y7,y+2 Hr) En) 
deshalb ein y-Büschel der Kurvenstelle. Kürzer, aber weniger genau können wir dann 


sagen: Die Ausgangskurve schneidet drei aufeinanderfolgende Kreise eines y-Büschels unter 
dem Winkel y, und nur diese Büschel haben an einer bestimmten Stelle diese Eigenschaft. 


Fig. 7. y3-Büschel. Die y-Linienelemente in den Nachbarpunkten et) und £(f,) einer Kurvenstelle x(i,) 
enthalten je einen Kreis des Büschels. 


Die Büschelzentren eines y-Büschels werden von der zu (q, q’) reziproken Geraden 
6 — 71, 9—35(7 +7°')g) aus der Quadrik @ ausgeschnitten. Es sind dies die Punkte 


(4.7) a=yt—3+HYy—44 +7], 
b=-1t—3—0y—Iby +7) r], 
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wobei o, die positive Wurzel der Gleichung 


(4. 8) ob+y=0 






bedeutet: Die Büschelzentren der y-Büschel ordnen sich also längs der Ausgangskurve x(!) 
zu Paaren at), b(t), y-Kurven genannt. 






Die zu q polare Ebene (r, 9, yt — 3) schneidet aus Q den erzeugenden Kreis des 
y-Büschels aus. Auf ihm liegen die Punkte a und b. Wegen 












a=0modry,yJt—z, b’=0modı,y,yt—3 






berührt der erzeugende Kreis q das zugehörige y-Kurvenpaar. Durchläuft ı) eine «-Isogonal- 
trajektorie der Schmiegkreisschar, so hüllt die Kreisschar, gebildet aus den Kreisen durch x 
und 4, die an jeder Stelle mit dem Schmiegkreis den Winkel y = konst. bilden, ein y-Kurven- 
paar ein, falls (4. 5) gilt, und nur die genannten Kreisscharen haben diese Eigenschaft. 











Fig. 8. y-Kurvenpaar a(?), b(t). Diese Kurven werden von den Fig. 9. Quartik als Ort aller Büschelzentren 
Kreisen q(?) eingehüllt. q(t) geht durch x(t) und y(t) und schnei- von /s-Büscheln, deren erzeugende Kreise 
det die Ausgangskurve unter konstantem Winkel y. y(f) durch- Q1 9% Q9,... durch einen festen Punkt 9 
setzt die Schmiegkreisschar unter dem Winkel & mit auf dem Schmiegkreis der Kurvenstelle 
—otga=d, —-otgy=9, = 4} — J). gehen. 









Ferner beweisen wir den Satz: Zeichnen wir einen bestimmten Punkt yy auf dem 
Schmiegkreis einer festen Kurvenstelle aus und betrachten wir alle y-Büschel, die einen 
Kreis durch x und 4 schicken, so ist der Ort der Büschelzentren dieser y-Büschel die Kurve 
mit der Parameterdarstellung in lokalen Koordinaten: 











(4. 9) Pr =btot +1, pi =—2be?, pp =—2o, pP; = 208. 






Diese Kurve hat einen Doppelpunkt im Kurvenpunkt; die Schmiegkreise an die beiden Äste 
der Kurve fallen mit Schmieg- und Normalkreis der Ausgangskurve zusammen. Die Kurve 
geht durch eine Möbiusabbildung, die den Doppelpunkt in den unendlich fernen Punkt der 
Möbiusebene bringt, in eine orthogonale Hyperbel über. 








Die Parameterdarstellung (4. 9) gewinnt man aus (4. 7), indem man dort y mittels 
(4. 8) eliminiert. Für o = 0 und o = oo wird der Punkt (1,0,0,0),d. h. der Kurvenpunkt r, 








N- 
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angenommen. Durch Differentiation nach o bzw. n bestätigt man die angegebene Eigen- 
schaft der Schmiegkreise in diesem Punkt. Ferner geht (4. 9) durch die Möbiusabbildung 
Po = Ps: Pı = Pu, Pr = — Pa, Ps = Po 
über in 
(4. 10) Po = 208, Pp, = —2bo?, p, =2o, p, =bio! +1. 
Identifizieren wir die ?; in (4. 10) ınit den p; des Abschnitts 1, so folgt nach (1. 1) für die 
cartesischen Koordinaten des Punktortes (4. 10): 


1 
= —b; = 
oder 
(4. 11) =, 
wie behauptet wurde. 
Ferner fragen wir nach dem Ort der Büschelzentren aller y-Büschel bei festem y. 
Ihn zu bestimmen nehmen wir an, wir hätten in einem neuen Koordinatensystem nach 
(4.7) und (4. 8): 
(4. 12) rt — rt +9], 
(4. 13) or2b* + y* = 
die Büschelzentren bestimmt, und gehen jetzt zurück auf das alte System. Dann wird 
aus (4. 12), (4. 13): 
(4.14) lt +AD—3+0ly+2At + 2A — by + Y9) r], 
(4. 15) eb+yY=0. 
(4. 14) gibt in Abhängigkeit von A die Parameterdarstellung eines Kegelschnittes, dem 
im Urbild ein Kreis entspricht. Dieser Kreis ist gekennzeichnet durch 
(4. 16) h=1r—o, 
denn H ist für jeden Wert von A polar zu (4. 14). Der Kreis h berührt den Schmiegkreis 


der Kurve, und damit die Kurve selbst, im Punkte r. Da sich o in (4. 16) aus der quadrati- 
schen Gleichung (4. 15) berechnet, so folgt: 





Fig. 10. Paar von Hauptkreisen 5, h an einer Kurvenstelle x für festes y. h geht durch Spiegelung von h am 
Schmiegkreis 3 hervor. 
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Der Ort der Büschelzentren aller y-Büschel einer Kurvenstelle bei festem y ist ein Paur 
von Kreisen (4. 16) mit (4. 15), die sich und die Kurve x(t) im Punkte x berühren. Diese 
Kreise werden y-Hauptkreise genannt. (A. 14) gibt in Abhängigkeit von A eine Parameter- 
darstellung der y-Hauptkreise. 


Weiter zeigen wir: Die beiden zusanımengehörenden Hauptkreise gehen durch eine 
Inversion am Schmiegkreis auseinander hervor. Eine Inversion am Schmiegkreis 3 bedeutet 
im Bildraum eine Projektivspiegelung an ; und seiner Polarebene (x,t,y). Zwei Punkte 
E— 0,3, £-— 0,3% entsprechen sich in dieser Projektivspiegelung, falls o, = —o, gilt. Dies 
ist aber für die Lösungen der quadratischen Gleichung (4. 15) der Fall. 


Ferner sieht man: Die y-Kurven durchsetzen die Schar der y-Haupikreise unter dem 
Winkel y. Gilt (4. 4), so werden die y-Kurven in Abhängigkeit von t durch (4. 14) mit kon- 
stantem y und konstantem A dargestellt. 


Die Taugente an die Asymptotenlinie des A, trifft dann und nur dann vier aul- 
einanderfolgende Erzeugende der Regelfläche, wenn die zugehörige Asymptotenlinie dort 
einen Wendepunkt hat. Man spricht von den Fleknodalpunkten und den Fleknodalgeraden 
der entsprechenden Erzeugenden. 


Für einen Fleknodalpunkt der Regelfläche (x, t + y3) gilt also neben (4. 4) 


qa’=0 mod q, q’ 
und also nach (4. 3) 


(4. 17) (a+yb) =0, 
und dies geht unter Benützung von (4. 4) (bei 7 = const) über in: 
(4. 18) by+YN)=0. 
In dem transformierten Bezugssystem lauten die Gleichungen (4. 4) bzw. (4. 18) 
(4. 19) 2 +b+(y—y)=0, 
(4. 20) 


und q* durchläuft auf der Regelfläche g = (r,t + 73) die Kurve 

(4. 21) 2Ar +t+93. 
Dies ist eine Parameterdarstellung der Regelfläche g mit dem Parameter A auf der 
Erzeugenden. Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien in (4. 21) finden wir aus 
(4. 19), indem wir dort auf die Bedeutung von a*, b* nach (2. 39) zurückgehen, zu 

2(a + 2A’ — 242) +59 —y1) = 0. 

Entsprechend liefert (4. 20) nach (2. 39) den Fleknodalpunkt 

(4. 22) 4A —(Inb)' = 0. 

Indem wir diesen Wert für’ A(t) in (4. 21) einsetzen, ergibt sich für jedes t der 
Fleknodalpunkt 

(4. 23) (In bg +t+93- 
In Abhängigkeit von t entsteht so auf der Regelfläche eine Kurve, die man Fleknodal- 
kurve nennt. 

Die Tangente an die Asymptotenlinie im Fleknodalpunkt (4. 23) trifft nicht nur 
drei, sondern vier benachbarte Erzeugende der Regelfläche (x, t + 73). Im Urbild gehört 


also zu dieser Tangente ein solches Kreisbüschel (dessen Zentren ergeben sich wieder aus 
(4. 44), worin jetzt A = }(In 5)’ zu setzen ist), das durch vier aufeinanderfolgende y-Linien- 
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elemente je einen Kreis sendet. Wir sprechen deshalb von einem y,-Büschel. (4. 14) mit 
(4. 22) stellt für jeden Wert von y in einem beliebigen Bezugssystem die y,-Büschel dar. 

Wir denken uns jetzt von vornherein den Parameter it so gewählt, daß b = const 
ist. In diesem Bezugssystem vereinfacht sich die Gleichung (4. 22) zu A=(0 und wir 
finden die zu dem Fleknodalpunkt, der jetzt durch t + »3 dargestellt wird, gehörigen 
y‚Büschelzentren aus (4. 14), wenn wir dort A = 0 setzen. 


Zu jeder Parameterverteilung gehört ein bestimmter Punkt des Bezugssystems auf 
dem Schmiegkreis. Für den Punkt y, der zu dem invarianten Parameter mit b = const 
gehört, finden wir so die folgende geometrische Kennzeichnung: Für jedes y geht der 
Kreis 73 + t des y,-Büschels durch den Punkt y. Zusammengehörende Büschelzentren der 
y‚Büschel liegen auf Kreisen durch x, die wiederum ein Kreisbüschel bilden. Das zweite 
Büschelzentrum dieses Kreisbüschels liegt auf dem Schmiegkreis der Ausgangskurve. Legen 
wir den Punkt u des Bezugssystems in diesen Punkt, so gilt an dieser Stelle b' = 0. 

Anders ausgedrückt: Mit einer Kurve ist Möbius-invariant ein Punkt y des Schmieg- 
kreises verbunden — zusammengehörende Büschelzentren aller y,-Büschel der Kurvenstelle 
liegen auf Kreisen durch x und diesem Punkt y. Es ist dies der Punkt des Schmiegkreises, 
der zu dem invarianten Parameter (2.36) gehört. Wir nennen ein Bezugssystem mit 
b = const deshalb auch invariantes Bezugssystem. 

Der Punktort (4. 9) bezogen auf das invariante Bezugssystem ist dann ebenfalls 
invariant mit der Kurvenstelle verbunden. Dieser Punktort wird erzeugt von den Büschel- 
zentren aller y‚,-Büschel. Wie wir oben sahen, stellt dieser Punktort das Möbiusbild einer 
orthogonalen Hyperbel dar. Wir werden unten (Abschnitt 5, Bem.c) durch andere 
geometrische Überlegungen auf diesen Punktort zurückkommen und damit eine weitere 
geometrische Konstruktion des invarianten Bezugssystems geben. 

Hierzu kann man auch die Tatsache verwenden (wir werden sie gleich beweisen): 
Für ein festes y hüllen die beiden zugehörigen y-Hauptkreise (4. 16) mit (4. 15) außer der 
Ausgangskurve selbst je eine Kurve ein. Die erzeugenden Punkte dieser beiden Kurven sind 
die Büschelzentren des y-Büschels für den vorgegebenen Wert von y. Zum Beweis zeigt man, 
daß bei b’ = 0 nicht nur h, sondern auch h’ zu den Punkten (4. 7) mit (4. 8) polar ist. 
Hierzu braucht man (4.8) und die Tatsache, daß nach (4.8) mit y und b auch o eine 
Konstante ist. 


5. Ergänzende Bemerkungen und Ergebnisse. 


a) Ist die Kurve r(t) geschlossen und konvex in dem Sinne, daß durch je zwei 
Punkte der Kurve ein Kreis existiert, der die Kurve sonst nicht trifft, so gilt der Vier- 
scheitelsatz: Die Kurve r(t) besitzt mindestens vier Stellen stationären Schmiegkreises. 


Stellt f einen festen Kreis oder Punkt dar und ist der Vektor f konstant, so gilt 
nach der letzten Gleichung (2. 33) 


t 
(5. 1) [t, 2 


- fort, ı]dt. 


Die linke Seite dieser Gleichung verschwindet bei einem vollen Durchlauf der Kurve. 
Indem man dann für f einen Punkt verwendet, der nicht auf der Kurve r(£) liegt, sieht 
man, daß d(t) mindestens zwei Nullstellen besitzt. Identifiziert man dann f mit dem Kreis 
durch diese beiden Stellen, der die Kurve sonst nicht trifft — er existiert nach Voraus- 
setzung —, so folgt wieder aus (5. 1), daß noch zwei weitere Nullstellen von b existieren 
müssen. (Wie auch bei den anderen Beweisen mittels des Verfahrens nach Herglotz 
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benötigt man in Wirklichkeit nur die Existenz eines Kreises, der die Kurve sonst nicht 
trifft, durch die beiden, bereits nachgewiesenen Stellen mit 5b = 0. Da man jedoch deren 
Lage nicht kennt, fordert man einen sochen Kreis für je zwei Punkte der Kurve.) Damii 
ist nachgewiesen, daß es längs der Kurve r(£) mindestens vier Stellen mit b = (0, d.h. 
mindestens vier Stellen stationären Schmiegkreises gibt. 

b) Die Kurve r(t) ist genau dann Schnittkurve eines Büschels von Quadriken, 
dem die absolute Quadrik angehört, wenn, bezogen auf den invarianten Parameter 
b = const, 

(5. 2) 5a'd' — 5a’ d — DB? + 20aa? = (0 
ist. Hierin ist zur Abkürzung 

218 = 15a’ + 72a? + 2005? 
gesetzt. Die Gleichung (5. 2) ist die natürliche Gleichung der Kurven vierter Ordnung 
erster Art, die auf der absoluten Quadrik liegen. Das Quadrikbüschel wird außer von 
der absoluten Quadrik von 
(5. 3) 150.0’ bp, pas — 30bDp, p, — 50a’ b’p,p; + (18a® — 15a’) p; 
— 30a’ abp,p; + 20b’®p; = 0 
aufgespannt. 
Zum Beweis versucht man, Quadriken 


3 
P, pP) = F aupıpı = 0, au = Ay 
i,k=0 


zu bestimmen, die die Kurve r(f) in achter Ordnung berühren, Ist f(t) = %(r{t), r(t)), 
so legen die Bedingungen 

(5. 4) {=f=f!= =’ =0 
ein Quadrikbüschel fest, das von der absoluten Quadrik und von (5. 3) aufgespannt wird. 


Dieses Büschel ist genau dann längs der Kurve r(t) fest, wenn f” = 0 ist. Diese Bedingung 
führt auf (5. 2). Zur Berechnung von (5. 3) mittels (5.4) benötigt man die Ausdrücke 


0.9) ff =D 
f &; , t) 
"Ep + (tt mod f 
"ebup+3<(t,yy mod f,f 
f” =4b tl,» +3, y> mod f, f’, f" 
[” = 105 3,9) + 2ab <r, 3) mod f, f', f",f" 
f® = 2a'b (x, 3» — 106° <t, 1) + 106° (3, 32 — 9a <y, y> mod f, 1’, f",f",f” 
ma[zad+Fab+ 78) za 9) mad, 1", 1,19, f0 
m (2043 ab) (1,9 120” 2 ar + 208%) (9, 9) 
mod B ; , ." > , , 
die man der Reihe nach mitte.s der Ableitungsgleichungen (2. 33) für 5 = const. erhält. 
Man kennzeichne durch Anwendung der Elementarteilertheorie die verschiedenen 
Typen von Kurven vierter Ordnung erster Art differentialgeometrisch. Zu diesen Kurven 
gehören insbesondere die Bilder der Quartiken (vgl. die folgende Bemerkung). 
c) Quartiken. Gegeben seien zwei ausgeartete Kreisbüschel, deren Kreise alle durch 
einen Punkt x gehen; die Linienelemeute, die durch die beiden Kreisbüschel in x aus- 
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gezeichnet sind, mögen einen Winkel 9 + 0 miteinander bilden. Bezieht man die beiden 
Kreisbüschel projektiv aufeinander und bringt man zusammengehörende Kreise zum 
Schnitt, so entsteht eine Kurve, die wir kurz Quartik nennen wollen. Sie besitzt in r einen 


Doppelpunkt. Ist 9 := 3 so sprechen wir von einer orthogonalen Quartik. Alle Quar- 


tiken mit demselben 9 sind Möbius-geormetrisch gleichwertig. Eine Quartik ist nach Aus- 
zeichnung ihres Doppelpunktes und ihrer Doppelpunkttangenten durch drei Parameter 
bestimmt. 

Das Bild einer Quartik wird im Bildraum von einem Kegel aus der absoluten 
Quadrik ausgeschnitten. Die Kegelspitze liegt auf der absoluten Quadrik und ist das 
Bild des Doppelpunktes der Quartik. Die 
Tangentenebene an die absolute Quadrik 
in der Kegelspitze schneidet den Kegel in 
zwei Erzeugenden, die genau dann bezüglich 
der absoluten Quadrik zueinander polar 
sind, wenn die Quariik orthogonal ist. 

Mit einer allgemeinen Kurve r({t) ist 
an jeder Stelle eine orthogonale Quartik (4.9) 
lokal invariant verbunden. Die Schmieg- 
kreise an die beiden Äste im Doppelpunkt 
r(t) fallen mit Schmieg- und Normalkreis 
der Ausgangskreise im Punkt r(t) zusam- 
men. 

Wir wollen jetzt mit der Ausgangs- 
kurve lokal verknüpfte Quartiken so be- 
stimmen, daß ihr Doppelpunkt im Kurven- 
punkt x(tf) liegt, und. einer ihrer Äste die 
Kurve r(t) in 5. oder 6. Ordnung berührt. _ a b i L 

» . . ERERE Fig. 11. Quartik als Schnittkurve der Quadrik Q mit 
Hierzu bestimmen wir diejenigen Qua- einem Kegel, dessen Spitze auf () liegt. 
driken, die die Bildkurve r(£) in 5. Ordnung 
berühren und sondern aus diesen die Kegel mit der Spitze im Kurvenpunkt r(?) aus. 
Mit der Bezeichnungsweise von Bemerkung b) gilt also einmal 


=! ==" ME =0, 
zum anderen, da x Kegelspitze ist, 
ED hin m = 0. 
In lokalen Koordinaten führt dies auf 
3pıP2 + 3Ppz — 2bpz = 0. 


Hierin ist 9 = — cotg 9 freier Parameter. Für die Schnittkurve dieses Kegels mit der 
absoluten Quadrik erhalten wir die Parameterdarstellung: 


(+03) sb _ oe, 28 28) 
3 ’ 3 ’ ’ 4 


Unter diesen, die Kurve r(t) in 5. Ordnung berührenden Quartiken gibt es genau 
eine orthogonale und eine, die sogar in 6. Ordnung berührt. 

Für die orthogonale Quartik ist 9 = 0. Sie erlaubt die Kennzeichnung des in- 
varıanten Bezugssystems: Der Schmiegkreis an den anderen Ast ist der Normalkreis des 
invarianten Bezugssystems. Diese Quartik spannt zusammen mit der Quartik (4. 9) 

27* 





912 Barner, Zur Möbius-Geometrie: Die Inversionsgeometrie ebener Kurven. 


ein Büschel orthogonaler Quartiken auf, dem als ausgeartete Elemente der doppelt- 
zählende Kurvenpunkt x (im Bildraum: doppelt-zählende Tangentenebene in r an die 
Quadrik) und das Kreispaar 3, t des invarianten Bezugssystems angehört. Das Doppel- 


verhältnis dieser vier Elemente des Büschels ist die numerische Konstante z- 
Für die in 6. Ordnung berührende Quartik muß zusätzlich f‘®” = 0 sein, und dies 


führt nach (5.5) auf 9 = - . 5- Damit ist eine Kennzeichnung der Invariante ; mittels 
des Winkels  (—9 = cotg p) gegeben, den die Schmiegkreise der beiden Äste im Doppel- 


punkt der in 6. Ordnung berührenden Quartik miteinander bilden. 


Man kennzeichne die Quartiken durch Beziehungen zwischen ihren Invarianten 
und zwar: a) im invarianten Bezugssystem b = const; b) in deın Bezugssystem, in den 
die Normalkreise durch den Doppelpunkt der Quartik gehen (vgl. Bemerkung i), ins- 
besondere Gleichungen (5. 26) dieses Abschnitts). 


d) Kurven der Möbius-Ebene mit 5 > 0 bezeichnet man als positiv gewunden, 
solche mit b < 0 als negativ gewunden. Aus (4. 8) folgt die geometrische Kennzeichnung 
des Windungssinnes: Bei positiv gewundenen Kurven haben die y-Büschel, die von der 
n 
2 
aus gemessen), reelle Büschelzentren, bei negativ gewundenen Kurven dagegen sind es 
Kreisbüschel von Apollonius. 


Kurve unter dem Winkel y mit 0 < y < , durchsetzt werden (y wird von der Kurve 


Im übrigen kann man sich bei den durchgeführten Überlegungen auf y-Büschel 
mit reellen Büschelzentren beschränken, da mit einem y-Büschel das dazu orthogonale 


Büschel ein (> + 5 }-Büschel ist. 


e) Die in diesem Abschnitt durchgeführten Überlegungen haben kein Interesse an 
Kurvenstellen mit b = 0; diese Stellen mit stationärem Schrniegkreis seien deshalb von 
der Betrachung ausgeschlossen. 


Wie wir gesehen haben, gibt es an jeder Kurvenstelle (b #0) zu vorgegebenem 
Winkelwert y ein y4-Büschel mit der Eigenschaft, daß vier benachbarte Kreise des 
Büschels die Kurve unter dem gegebenen konstanten Winkel y durchsetzen. Wir zeigen 


weiter, daß es zu jeder Kurvenstelle zwei Winkelwerte y, bzw. y, +3 gibt, so daß an 
dieser Stelle sogar fünf benachbarte Kreise des zu y, gehörigen y-Büschels die Kurve 
unter den konstanten Winkeln y, bzw. yo + 3 durchsetzen. Ein solches y-Büschel nennen 
wir ein y;-Büschel. 


Iın Bildraum wird ein solches y,-Büschel durch eine Gerade a repräsentiert, die 
fünf benachbarte Erzeugende der Berührregelfläche g == (r, t + 73) trifft. Wir bestimmen 
diese Gerade a unter Verwendung des Geradenraumes des Bildraumes. Dort spannen die 
Punkte g, g’, 8’, g’’, g( eine Hyperebene auf, die den Schmiegkomplex der Regelfläche g 
festlegt. Trifft die Gerade a fünf benachbarte Geraden der Regelfläche, so trifft sie alle 
Geraden des Schmiegkomplexes. Dies bedeutet, daß der Schmiegkomplex in die Gesaınt- 
heit der Treffgeraden von a entartet. 


Nach den Ableitungsgleichungen (2. 33) ist für konstantes 7: 


=) +73), =lry)+rlt,a), g’=lb+Y%) (2,3) + (1,3) +7 (9,3) (mod g), 


5.6) m 
9" =2blt, 3) (mod g,g‘), 9” =2b[(a + 7b) (x, 3) + (9, 3)] (mod g,g’,g”). 





E &.. &., kB DA Do In m 
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Daraus findet man den zu der Ebene (g, g', 8, g', g”) bezüglich der Kleinschen Quadrik 
des Geradenraumes polaren Punkt a: 


a= —(a+by) (nt) + Wa —b) (3) +) —7y, 3). 
a stellt den Schmiegkomplex dar. Er entartet genau dann, wenn a eine Gerade darstellt, 
wenn also @ auf der Kleinschen Quadrik liegt. Dies führt auf 


5.) BE H+2D—b=0. 


Der Winkelwert y, ist im allgemeinen von 
der Kurvenstelle abhängig: y,=yo(t). Ist y, kon- 
stant, und nur in diesem Fall, so ist das zuge- 
hörige y;-Büschel fest: a’ = oa; die Kurve durch- 
setzt dieses Büschel unter konstantem Winkel y,. 
Eine solche Kurve heißt Loxodrome. (5. 7) lehrt, 
daß aus b = const, y, = const folgt a = const; 
die Loxodromen sind also durch 5b = const, 
a = const gekennzeichnet. Für a=0 ist nach 
(5. 7) insbesondere y, = 2 | 

f) Gelten die Aussagen über y-Büschel nicht | E 
nur in der Grenze, sondern auch für benachbarte Fig. 18. Loxodrome eines Kreisbüschels, 
Punkte im strengen Sinne dieses Wortes? Hier- 
über geben die folgenden Sätze Auskunft: 


(f1) Es sei durch r(t,) ein Kreis f(t,) vorgegeben, der in r(t,) mit der Kurve den 
Winkel y bildet. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Kreisbüschelmit den Eigenschaften: 
f(t,) gehört dem Kreisbüschel an; die Kreise des Kreisbüschels durch die vorgelegten 
Nachbarpunkte r(t,), £(t,) schneiden die Kurve unter dem Winkel y. 


Fig. 13. Durchsetzt £(t,) die Kurve in x(f,) unter dem gegebenen Winkel y, so gibt es genau ein Kreisbüschel, 
das E(f,) enthält und durch zwei Nachbarpunkte Kreise sendet, die die Kurve auch unter dem gegebenen Winkel y 
schneiden. 


(f2) Es gibt genau zwei verschiedene (reelle) Kreisbüschel, deren Kreise die 
Ausgangskurve in den Nachbarpunkten g(t,), £(t,), £(t3), £(t,) unter dem festen Winkel y 
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durchsetzen. Ist auch r(t,) eine Nachbarstelle, so geht mit t, gegen t, in der Grenze das 
eine dieser beiden Büschel in das ausgeartete Büschel (x, t— 73) durch x(t,) über, das 
andere in das y,-Büschel der Stelle i,. 


Fig. 14. Es gibt genau zwei Kreisbüschel, die von vier Linienelementen je einen Kreis enthalten. 


(f3) Zu fünf Nachbarstellen t,,.. ., it, einer Kurve der Möbius-Ebene gibt es genau 
zwei Winkelwerte y, und yo + Z so daß zwei zueinander senkrechte Kreisbüschel 


existieren, deren Kreise durch r(t,),.. .,£(£;) die Kurve unter dem Winkel y, bzw. 


Yo +7 schneiden. Streben die i; gegen eine Nachbarstelle i,, so streben die Werte 


Fig. 15. Zu fünf Nachbarpunkten einer Kurve gibt es genau zwei Kreisbüschel mit der Eigenschaft, daß die Kreise 

aus einem solchen Kreisbüschel durch die fünf Punkte mit der Kurve jeweils ein- und denselben Winkel bilden. 

Dieser Winkel wird durch die Kurve und die Kurvenpunkte bestimmt. — Die Kreise aus verschiedenen Büscheln 
schneiden sich in den Kurvenpunkten senkrecht. 
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Yo» Yo +5 gegen die Lösungen der Gleichung (5. 5), und die Kreisbüschel gehen in die 
y‚-Büschel über. 

Den Beweis von (fi) kann man unmittelbar im Bildraum, den von (f2) ohne 
Schwierigkeit im Geradenraum des Bildraumes führen. Der Beweis von (f3) erfordert 
eine genauere Diskussion der Schar von Regelflächen (x, t + y3) mit dem Scharparameter 7. 

g) In der differentialgeometrischen Behandlung eines geometrischen Gebildes 
sind zwei Entwicklungslinien zu unterscheiden. Die Gaußsche Methode bestimmt ein 
begleitendes Bezugssystem aus dem geometrischen Gebilde heraus. Dieser Weg wurde 
auch in der vorliegenden Arbeit beschritten. 

Die Methode von Darboux-Cartan betrachtet zuerst ein bewegtes Bezugssystem 
und paßt dann diese „Bewegung‘‘ dem zu untersuchenden Gebilde an. In unserem Fall 
besteht die Grundfigur, die dem bewegten Dreibein des euklidischen Raumes entspricht, 
aus zwei zueinander senkrechten (sich reell schneidenden) Kreisen. 

Hier ergeben sich zwei Schwierigkeiten. Erstens bestimmt die Grundfigur — im 
Bildraum mögen zu ihr die Vektoren r(t), t(£), y(t), 3(t) gehören, die der Produkttabelle 
(2.23) und der Determinantenbedingung (2. 21) genügen sollen — eine bewegte Basis 
nicht eindeutig. Es sind noch die Umnormungen 


(5. 8) Et) = elt) Ed), Ye) = el) Ye) 
zu beachten. 

Zweitens gehört zu einem geometrischen Gebilde — bei uns zu einer Kurve r(t) — 
nicht von vornherein eine eindeutig bestimmte Grundfigur. Mit der Kurve g(£) ist der 
Schmiegkreis 3(t) unmittelbar verbunden, nicht aber ein eindeutig bestimmter Normal- 
kreis t(f). 

Der ersten Schwierigkeit hat man in der projektiven Differentialgeometrie zu be- 


gegnen gelernt: Man. verwendet ein abgeändertes, halbinvariantes Differentiations- 
verfahren®). Hat man eine Differentialform x, für die bei den zulässigen Umnormungen 


(5. 9) n=n—diln o) 


gilt — eine solche Größe läßt sich geometrisch leicht bestimmen —, so definiert man das 
halbinvariante Differential der Größe g, 


(5. 10) g= og 


(man nennt c das Gewicht von g), durch 
(5. 11) dg = dg + cgn. 


Dann verhält sich dg bei der Umnormung (5. 8) wie g selbst, d.h. halbinvariant vom 
Gewicht c. 


Ist dann t(t) eine beliebig vorgegebene Normalkreisschar der Kurve r(t), so gilt 

für das bewegte System 
ot, 
+ 0, 

+ ot + @s3, 
Ws. 
Dabei ist die Form x so gewählt, daß in der ersten dieser Gleichungen kein Glied mit r 
auftritt. 


(5. 12) 


8) Vgl. hierzu G. Bol [13]. 
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Statt mit Differentialen zu arbeiten, ist es zweckmäßig, zu verallgemeinerten (halb- 
invarianten) Ableitungen überzugehen, indem man eine der Formen ®,, ®,, ®, als Basis- 
iorm auswählt. Wir verwenden w, als Basisform und definieren als halbinvariante Ab 
leitung von g die Größe g mit 

(5. 13) dg = $w.. 

Weiter setzen wir 
(5. 14) = u0,, @ = bw. 


(5. 12) geht dann über in 


ie 
t 


+9, 
(5. 15) a ih 


3; =br. 
Diese Gleichungen entsprechen formal völlig den Gleichungen (2. 33). Es ist anzumerken, 
daß die Größen a und b das Gewicht —2 haben. 

Man kann nun entweder in diesem noch zu allgemeinen bewegten System Geometrie 
treiben und zeigen, daß es geometrische Aussagen gibt, die es erlauben, den Normalkreis 
eindeutig festzulegen. Wir haben oben solche Aussagen angegeben. Oder ınan kann sich, 
vom mehr analytischen Standpunkt aus, die Transformationsformeln beim Übergang 
zu einer anderen Normalkreisschar ausrechnen. Die Basisvektoren des neuen Systenıs 
drücken sich im alten durch die Gleichungen (2. 38) aus, wobei g und A mit den dort 
angegebenen Bedeutungen nichts zu tun haben. Die neuen Basisvektoren genügen 
Gleichungen des Typs (5. 15). Man findet für die Invarianten die Beziehungen 


(5. 16) ÄA—249 =, a* = pa +2Ä— 249, b* = ob. 


Diese entsprechen den Relationen (2.8) und (2. 39). Damit hat man eine Ausgangs- 
position gewonnen, die alle schon oben durchgeführten Überlegungen von neuem an- 
zustellen gestattet. 

Man hat aber noch mehr: Die ursprünglichen Gleichungen sind in diesen als Sonder- 
fall enthalten. Man kann die halbinvarianten Ableitungen bei einer geeigneten Normierung 
jederzeit als gewöhnliche Ableitungen bezüglich einer vorgelegten Parameterverteilung 
betrachten. Hierzu hat man die Normierung so festzulegen, daß 


(5. 17) 9 = dt 
gilt. 

Auch im gesternten System kann man dies so einrichten und kann jedenfalls 

(5. 18) a = di* 
setzen. Zwischen den Paranıeterverteilungen und den beiden Systemen besteht aber dann 
eine bestimmte Beziehung. Es gilt 

(5. 19) os = pw, und also di* = gdt. 
Damit gewinnt auch g(t) seine ursprüngliche Bedeutung, wie sie in (2. 8) definiert war, 
zurück. 

Die Invariantentheorie der Raumkurven des Möbius-Raumes läßt sich entsprechend 
behandeln. Es kommen hier keine neuen Gesichtspunkte hinzu. Lediglich hat man, außer 


auf die Umnormungen (5. 8) noch auf Ummnormungen mit Konstanten zu achten. Diese 
sind leicht zu überblicken. (Man vergleiche die nachfolgende Bemerkung h).) 
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h) In Fortführung der Gedanken in Abschnitt 3 gelangt man unmittelbar zur 
Behandlung der Möbius-Geometrie der Raumkurven. Ist r(t) eine Kurve einer Quadrik 
vom Typus der Kugel im projektiven vierdimensionalen Raum und sind die Vektoren 
t(t), y(t) und die Größe a(t) wie im behandelten Falle definiert, so gibt es, falls x(£) nicht 
eine ebene Kurve, d.h. einen Kegelschnitt durchläuft, einen eindeutig bestimmten 
Punkt 3(t) im Schmiegraum der Kurve r(t) polar zu (r, t, 4). Ist 3 der Pol von (r, t, y, 3) 
und ist die Normierung von 3 und 3 durch [3,3] = [8,3] = 1 bestimmt, so sind die 
Ableitungsgleichungen (2. 33) durch 


(5. 20) ; -b+3,d9’=-—G 
zu ersetzen bzw. zu ergänzen. b und c sind Halbinvariante: 
(5. 24) =, = pic. 


Durch jede der Forderungen | 5 | = 1 bzw. c = 1 kann man einen invarianten Parameter 
festlegen. |b| = 1 erfordert den Ausschluß der Stellen stationären Schmiegkreises 
ce =1 den Ausschluß der Stellen stationärer Schmiegkugel. 

Bezogen auf den invarianten Parameter c = 1 sind die Formeln (2. 33), (5. 20) vor 
kurzem von H. Götz [11] angegeben worden. Für eine geometrische Diskussion ist es 
zweckmäßig, auf eine invariante Festlegung des Parameters zunächst zu verzichten. Auf 
die Geometrie der Raumkurven und auf die Theorie der Kreisscharen im Raum, die eine 
Kurve berühren (diese Theorie läßt sich entsprechend behandeln, vgl. nachstehende 
Bemerkung i)), soll hier nicht eingegangen werden. 

Gegenüber dem ebenen Fall ist für die Theorie der Raumkurven darauf hinzuweisen, 
daß sich mit einer Parameterverteilung auf der Kurve eine bewegte Basis nicht eindeutig 


verknüpfen läßt. Vielmehr ist (2. 21) durch die schwächere Forderung 


zu ersetzen und damit sind die Vektoren 3, 3 nur bis auf das Vorzeichen festgelegt. Bei 
= 55, 8 = 838 (&, 8 = +1) wird 


(5. 22) b=ab,0=e. 


Indem man über e, verfügt, kann man durch 5b = einen invarianten Parameter ein- 
führen, der bis auf das Vorzeichen und eine (unwesentliche) additive Konstante bestimmt 
ist. Mit dem Vorzeichen dieses Parameters ändert 

sich nach (5. 21) auch das Vorzeichen der In- 

varianten c. Ist die Kurve r(t) orientiert, so hat 

das Vorzeichen von c Bedeutung; bei nicht- 

orientierter Kurve r(t) ist dies nicht der Fall. 

Durch die Forderung c > 0 legt man auf der 

Kurve eine Orientierung fest. 


Man vergleiche hierzu auch die voraus- 
stehende Bemerkung g). 

i) Die beschriebenen Methoden übertragen 
sich sofort auch auf die Theorie der Kreisscharen 
der Möbius-Ebene. Ist 


(5.23) 3) = 3(t) — et) xt) 


die die Kurve r(t) einhüllende Kreisschar, und Fig. 28. AuuBöug sinss Be N de De 
schneidet der Normalkreis durch r(t) aus dem kreises d nittels des Normalkreises t. ’ 


Journal für Mathematik. Bd. 206. Heft 3/4 28 
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Berührkreis 3(t) den Punkt y(t) aus, so gelten (analog zu (2. 33)) die Ableitungs- 
gleichungen 


t = 
!'= 
(5. 24) 
Y=br— ot. 


Dabei genügen die Basisvektoren r,t, 9, 3 wieder der Produkttabelle. Die Invarianten 
zeigen bei Parametertransformation das Verhalten 


(5.25) a* = p-2(a + 2A’ — 242), b* = 9-2(b + 2Ao), o* = p-1o. 


Es bestehen die Beziehungen: 
a=a+tje, b=b—o. 


Durch die Normalkreise sind für jedes t Schmiegkreis 3(t) und Berührkreis 3(1) 
punktweise eineindeutig aufeinander abgebildet. In dieser Abbildung gilt: Zu der Schar 
der Orthogonaltrajektorien in der Berühr- 
kreisschar gehört in der Schmiegkreisschar 
die Isogonalschar mit dem Schnittwin- 
kel ß: 


a a 0? 
— ootg B = B, B=5,. 
Auf weitere geometrische Einzelheiten 
gehen wir hier nicht ein. 

Ist y, ein fester Punkt der Möbius- 
ebene und ), ein fest normierter Vektor 
und lassen wir die Berührkreise 3(t) für 
jedes t durch diesen Punkt 4, gehen, so 
können wir die Parameterverteilung so 
einrichten, daß 9 nach Lage und Nor- 
mierung mit 4, übereinstimmen: 

y=d. 
Die zugehörige Parameterverteilung ist bis 
Fig. 17. Durch die Normalkreise werden die Orthogonal- auf eine additive Konstante eindeutig be- 


trajektorien der Berührkreisschar auf Isogonaltrajektorien . 5 : u 
der Schmiegkreisschar abgebildet. stimmt und ist die euklidische Bogen- 


länge in einer Geometrie, in der die Kreise 
durch y Geraden sind. Die Ableitungsgleichungen (5. 24) gehen über in die Frenetschen 
Formeln der euklidischen Kurventheorie. Bezeichnet x die euklidische Krümmung, so gilt: 
(5. 26) »=0,2b=0o,2a+0®=(0. 
Gilt bei einer bestimmten Parameterverteilung (diese ist bis auf eine additive 
Konstante eindeutig bestimmt) 


(5. 27) 2b=0o, 2a+nü®=emitte=-+/I, 


so beherrschen unsere Formeln die nichteuklidische Kurventheorie. Der ausgezeichnete 
Parameter ist die nichteuklidische Bogenlänge. Für e = 1 handelt es sich um die hyper- 
bolische, für e = —1 um die elliptische nichteuklidische Geometrie. (Für e = 0 kommen 
wir zum euklidischen Fall zurück.) 





Barner, Zur Möbius-Geometrie: Die Inversionsgeometrie ebener Kurven. 919 


k) Wir identifizieren die Möbius-Ebene mit der Gaußschen Zahlenebene! Eine 
Kurve z(t) dieser Ebene wird mit reellem Kurvenparameter t durch 


z(1) = £(t) + in(t) 


dargestellt. Nach dem Abbildungsprinzip der Möbiusgeometrie (Abschnitt 1) gehört zu 
z(t) im Bildraum die Kurve g(t) = (z,(t), zı(t), 22(t), 2,(t)) mit 


z(t) + ixz(t) 
zit) = —— . 
a” " 

Gegenüber der Gruppe der linearen, gebrochenen Transformationen der Gaußschen 
Zahlenebene (diese Gruppe ist isomorph der Gruppe der sinntreuen Möbius-Abbildungen) 
ist die sogenannte Schwarzsche Ableitung 

gr 2 
{z, t} = a 
eine Invariante. Wir setzen zur Abkürzung p = x, + ix,, g=x,. Dann findet man 


m I | 


pa — dp (p"g+P"d!—gd"pP —g”p) 

— (pa — g’p)’(ag” + 2gq") i 

+ 2gg (pa — ap) (pP! — a’ ze (pa —gp)? 
Auf Grund der Invarianz der Schwarzschen Ableitung kann man diesen Ausdruck 

im lokalen Koordinatensystem berechnen. Nach den Ableitungsgleichungen (2. 33) er- 


halten wir 
> (1, 0, 0, 0), E . (0, s, 0, 0), re" Bei (a, 0, 0, A 5 - (a, 2a, b, 0) 


und daraus 


ang r )  ePa—gp® 


p=0,p=1,p"=0,p"=2a+ib, 
geil, ‘=h(, d'=a, A 
Setzt man dies in die Formel (5. 28) ein, so folgt 
(5. 29) 2,1} =—a+bb. 


Die Schwarzsche Ableitung hängt noch, wie das Symbol {z, t} andeutet, von dem 
Parameter t ab. Bei Parametertransformation wird nach (2. 39): 


(—a+ ib)* = 9"7(—a— 24’ +24? + ib) 
und also: 
(5. 30) {z, 1*} = p"?({z,1} + 2A? --2A’). 


* 


Dabei war = “ und A= 2 


Literaturverzeichnis. 


[1] @. Pick, Theorie der konformen Abbildungen kreisförmiger Bereiche. Palermo Rendie. 87 (1914), 341— 345. 

[2] A. Besserve, Le cercle e: les surfaces cerelöes en g&om6&trie conforme. Thöse, Paris 1915. 

[3] H. Liebmann, Beiträge zur Inversionsgeometrie der Kurven. Münch. Ber. 1928, 79—9. 

[4] @. Thomsen, Über konforme Geometrie. II: Über Kreisscharen und Kurven in der Ebene und über Kugel- 
scharen und Kurven im Raum. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 4 (1925), 117—147. 

[5] J. Maeda, Geometrical meanings of the inversion curvature of a plane curve. Jap. J. Math. 16 (1940), 
177—232. 

[6] I. Haantjes, Conformal differential geometry. Curves in conformal euclidean spaces. Proc. Akad. Wet. 
Amsterdam 44 (1941), 814—824. 

28* 





2% Barner, Zur Möbius-Geometrie: Die Inversionsgeometrie ebener Kurven. 


[7] Z. Haantjes, Conformal differential geometry. Curves in conformal twodimensional spaces. Proc. Akad. Wet. 
Amsterdam 45 (1942), 249—255. 
[8] Z. Haantjes und C. Smits, De differentiaalmeetkunde van Moebius in het platte vlak. Nieuw Arch. Wiskunde 
21 (1943), 34—47. 
[9] W. van der Woude, On conformal differential geometry. Theory of plane curves. Proc. Akad. Wet. Amster- 
dam 51 (1948), 16—24. 
[10] R. Lauffer, Analytische Kurven auf einer Fläche zweiter Ordnung. Math. Nachr. 9 (1953), 301—306. 
[11] H.@Götz, Zur konformen Kurventheorie. Monatsh. Math. 60 (1956), 205—211. 
[12] @. Bol, Projektive Differentialgeometrie, 1. Teil, Göttingen 1950. 
[13] @. Bol, Alternierende Formen und halbinvariante Differentiation. Math. Z.54 (1951), 141—159. 
[14] @. Bol, Zur projektiven Differentialgeometrie der Kurven in der Ebene und im Raum. Arch. Math. 8 (1952), 
163—170. 
[15] M. Barner, Geradengeometrische Kennzeichnung der W-Kurven des projektiven Raumes. Arch. Math. 6 
(1955), 462—470. 


Eingegangen 3. März 1960. 








